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Wstȩp

W XX wieku rozwinȩÃly siȩ dwie teorie zainspirowane teoria̧ równań

różniczkowych zwyczajnych. Teoria inkluzji różniczkowych oraz stocha-

stycznych równań różniczkowych. Rozwój tych kierunków zwia̧zany byÃl z ich

zastosowaniami oraz koniecznościa̧ tworzenia modeli matematycznych, lepiej

opisuja̧cych praktyczne problemy.

Rozwój teorii inkluzji różniczkowych zapocza̧tkowali H. Marchaud w pracy

[25] z 1934 oraz S.C. Zaremba w pracy [42] z 1936 roku. Zajmowali siȩ oni

istnieniem rozwia̧zań oraz badaniem wÃlasności zbioru rozwia̧zań tak zwanych

równań kontyngensowych i parakontyngensowych. W 1961 roku T. Ważewski

w pracy [40] udowodniÃl, że znalezienie rozwia̧zania równania kontyngenso-

wego jest równoważne znalezieniu absolutnie cia̧gÃlej funkcji x(·), speÃlniaja̧cej

prawie wszȩdzie inkluzjȩ różniczkowa̧ x′(t) ∈ F (t, x(t)). Badaniem inkluzji

różniczkowych oraz ich wÃlasności zajmowali siȩ miȩdzy innymi J.P. Aubin [2],

J.P. Aubin i A. Cellina [3], A.F. Filippov [9], M. Kisielewicz [19], C. Olech

[33]. Inkluzje różniczkowe znalazÃly zastosowania w teorii sterowania, teorii

”viability”, teorii rynków finansowych, czy w zagadnieniach techniki,

w których nie można jednoznacznie opisać wystȩpuja̧cych w nich wielkości.

Sa̧ one również wykorzystywane jako narzȩdzie do badania równań różniczko-

wych z niecia̧gÃla̧ prawa̧ strona̧.

Badania nad teoria̧ stochastycznych równań różniczkowych rozpocza̧Ãl

w poÃlowie XX wieku K. Itô [16, 17]. Równaniami stochastycznymi o różnym

stopniu ogólności zajmowali siȩ miȩdzy innymi G. Da Prato i J. Zabczyk [7],

I.I. Gihman [10], I.I. Gihman i A.V. Skorohod [11], Ikeda N. i S. Watanabe [15],

B. ∅ksendal [32], P. Protter [36]. Stochastyczne równania różniczkowe

znajduja̧ zastosowania w teorii stabilności, stochastycznego sterowania, teorii

gier, a także w ekonomii matematycznej.

Stochastyczne inkluzje różniczkowe stanowia̧ poÃla̧czenie tych dwóch
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niezależnie rozwijaja̧cych siȩ kierunków. W latach dziewiȩćdziesia̧tych pro-

blemy istnienia i wÃlasności rozwia̧zań stochastycznych inkluzji różniczkowych,

gÃlównie inkluzji Itô, byÃly przedmiotem badań miȩdzy innymi N.U. Ahmeda [1],

J.P. Aubina i G. Da Prato [4], M. Kisielewicza [20, 21], M. Kisielewicza,

M. Michty i J. Motyla [22], M. Michty [27], J. Motyla [28].

Najczȩściej badanym typem stochastycznego równania różniczkowego

jest równanie Itô: dxt = f(xt)dt + g(xt)dWt. W 1965 roku E. Wong

i M. Zakai wprowadzili w pracy [41] metodȩ aproksymacji umożliwiaja̧ca̧

rozwia̧zanie równania Itô. OkazaÃlo siȩ, że rozwia̧zania równań aproksy-

muja̧cych równanie Itô nie zbiegaja̧ do rozwia̧zania tego równania, ale

do rozwia̧zania równania Stratonowicza. Równaniami Stratonowicza, przy

różnych zaÃlożeniach i w różnym stopniu ogólności, zajmowali siȩ miȩdzy innymi

P. Protter, E. Pardoux i T.G. Kutrz [23], J.S. San Martin [37], L. SÃlomiński

[38], K.Twardowska [39], E. Wong i M. Zakai [41]. Równanie Itô, ze wzglȩdu na

martyngaÃlowy charakter rozwia̧zań, znajduje zastosowania przede wszystkim

w ekonomii i matematyce finansowej. Natomiast równanie typu Stratonowicza

lepiej opisuje zagadnienia techniczne, co jest zwia̧zane z formuÃla̧ caÃlkowania

przez czȩści, taka̧ jak dla caÃlki Lebesgue’a. Relacje pomiȩdzy caÃlkami oraz

równaniami Itô i Stratonowicza możemy znaleźć w pracach A.L. Dawidowicza

i K. Twardowskiej [8], A. Nowak i K. Twardowskiej [31].

Zwia̧zki pomiȩdzy równaniami Itô oraz Stratonowicza, a także fakt, iż do

tej pory rozważano gÃlównie inkluzje typu Itô staÃly siȩ motywacja̧ do bada-

nia inkluzji typu Stratonowicza. WedÃlug mojej wiedzy zagadnienie to stanowi

nowy przedmiot badań. Jedynymi znanymi mi wynikami dotycza̧cymi inkluzji

typu Stratonowicza sa̧ prace M. Michty i J. Motyla [29, 30] z 2007 roku.

W pracy [29] autorzy badali istnienie sÃlabych rozwia̧zań inkluzji Strato-

nowicza z multifunkcja̧ różniczkowalna̧ w sensie Hukuhary. Natomiast w pracy

[30] pokazali istnienie mocnych rozwia̧zań inkluzji tego typu dla multifunkcji

górnie oddzielanej.
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Przedmiotem badań zawartych w rozprawie sa̧ zagadnienia dotycza̧ce

istnienia oraz wÃlasności zbioru mocnych rozwia̧zań inkluzji stochastycznych

typu Stratonowicza. Badane sa̧ dwa typy inkluzji. Pierwsza z nich

zawiera wielowartościowa̧ caÃlkȩ typu Stratonowicza wzglȩdem procesu Wienera

W z multifunkcji F różniczkowalnej w sensie Hukuhary

(SI) dxt ∈ F (xt) ◦ dWt.

Druga inkluzja badana w rozprawie zawiera wielowartościowe caÃlki stocha-

styczne wzglȩdem cia̧gÃlego semimartyngaÃlu z multifunkcji górnie oddzielanych

oraz caÃlkȩ z multifunkcji maksymalnie monotonicznej

(SII) dxt ∈ F (xt) ◦ dzt + G(xt)dat − A(xt)d[z, z]t.

Klasa multifunkcji górnie oddzielanych ma niepusty przekrój z klasa̧

multifunkcji różniczkowalnych w sensie Hukuhary, ale żadna z tych klas nie

jest podzbiorem drugiej. Oznacza to, że nawet jeśli z = W, G ≡ 0,

A ≡ 0, to inkluzja (SII) nie jest uogólnieniem inkluzji (SI).

Badanie takich inkluzji wymagaÃlo w pierwszej kolejności wÃlaściwego

określenia oraz zbadania wÃlasności wielowartościowej caÃlki typu

Stratonowicza.

Praca zostaÃla podzielona na cztery rozdziaÃly. W rozdziale pierwszym

przedstawione zostaÃly pojȩcia i twierdzenia wykorzystywane w rozprawie.

W rozdziale drugim zdefiniowana zostaÃla wielowartościowa caÃlka typu

Stratonowicza wzglȩdem procesu Wienera postaci
∫

F (xs) ◦ dWs dla klasy

multifunkcji różniczkowalnych w sensie Hukuhary. Przedstawione zostaÃly

również warunki zapewniaja̧ce istnienie tej caÃlki, a także wÃlasności tej caÃlki

niezbȩdne do badania wÃlasności inkluzji typu Stratonowicza wzglȩdem tej

caÃlki. Wyniki prezentowane w tym rozdziale stanowia̧ treść wspóÃlautorskiej

pracy [12] opublikowanej w 2006 roku. Ostatnie twierdzenie tego rozdziaÃlu,

Twierdzenie 2.14 nie byÃlo dota̧d publikowane.

3



W rozdziale trzecim badana jest inkluzja (SI) wzglȩdem wielowartościowej

caÃlki zdefiniowanej w rozdziale drugim. Udowodnione zostaÃly twierdzenia

o istnieniu oraz o domkniȩtości zbioru mocnych rozwia̧zań tej inkluzji. Wyniki

zawarte w tym rozdziale nie byÃly dota̧d publikowane.

RozdziaÃl czwarty poświȩcony jest badaniu inkluzji typu Stratonowicza

(SII). RozdziaÃl ten stanowi próbȩ poÃla̧czenia zagadnień rozważanych

w pracach [30, 34, 37]. J. San Martin w pracy [37] uogólniÃl klasyczne

wyniki dotycza̧ce jednowymiarowych równań typu Stratonowicza i udowodniÃl

istnienie rozwia̧zań równania ze wspóÃlczynnikami należa̧cymi do klasy funkcji

UAD, to znaczy funkcji absolutnie cia̧gÃlych, których pochodna posiada wersjȩ

cádlág. W pracy [30] M. Michta i J. Motyl wprowadzili pojȩcie multifunkcji

górnie oddzielanych oraz udowodnili istnienie mocnych rozwia̧zań inkluzji:

dxt ∈ F (xt) ◦ dzt + G(xt)dat.

Natomiat w pracy [34] R. Pettersson udowodniÃl istnienie rozwia̧zań inkluzji:

dxt ∈ b(t, xt)dt + σ(t, xt)dBt − A(xt)dt,

w której b i σ sa̧ odwzorowaniami jednowartościowymi, speÃlniaja̧cymi warunek

Lipschitza, a wielowartościowy operator A jest maksymalnie monotoniczny.

W rozdziale tym zdefiniowane zostaÃly wielowartościowe caÃlki niezbȩdne do

poprawnego określenia rozwia̧zania inkluzji (SII), a także zbadane zostaÃlo

istnienie mocnych rozwia̧zań tej inkluzji. Prezentowane wyniki stanowia̧

treść wspóÃlautorskiej pracy [13] przyjȩtej do druku w Dynamic Systems and

Applications 2009. W rozdziale drugim, oprócz istnienia badano również

pewne wÃlasności zbioru rozwia̧zań inkluzji (SI). W przypadku inkluzji (SII)

wÃlasności te stanowia̧ jeszcze otwarte problemy i sa̧ przedmiotem moich

obecnych badań.
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ROZDZIAÃL I

Preliminaria

1.1. Elementy rachunku prawdopodobieństwa i procesów

stochastycznych

Niech dany bȩdzie skończony przedziaÃl czasowy I = [0, T ] i zupeÃlna

przestrzeń probabilistyczna z filtracja̧ (Ω,F , (Fs)s∈I , P ). Filtracja (Fs)s∈I

jest niemaleja̧ca̧ rodzina̧ σ-podalgebr z F , to znaczy Fu ⊂ Fs dla u ≤ s.

ZakÃlada siȩ, że filtracja jest prawostronnie cia̧gÃla, co oznacza że Fs =
⋂

u>sFu

dla każdego s ∈ I, oraz że σ -algebra F0 zawiera wszystkie zbiory z F o mierze

prawdopodobieństwa zero. Symbolem P oznaczana jest σ-algebra generowana

przez klasȩ wszystkich podzbiorów I×Ω postaci {0}×F0 oraz (u, s]×F , gdzie

F0 ∈ F0 oraz F ∈ Fu dla u < s w I. Symbolem dt⊗ dP oznaczana jest miara

produktowa na σ- algebrze P , gdzie dt jest miara̧ Lebesgue’a, a dP miara̧

probabilistyczna̧. Niech L2 = L2(I × Ω,P ,dt⊗dP; R1) bȩdzie przestrzenia̧

Hilberta.

Definicja 1.1 Procesem stochastycznym o wartościach rzeczywistych

x = (xs)s∈I określonym na przestrzeni (Ω,F , (Fs)s∈I , P ) nazywana jest

rodzina zmiennych losowych xs : Ω → R1 dla s ∈ I. Funkcje s 7→ xs dziaÃlaja̧ce

z przedziaÃlu I do zbioru R1 nazywane sa̧ trajektoriami procesu x.

Definicja 1.2 Proces x = (xs)s∈I określony na przestrzeni (Ω,F , (Fs)s∈I , P )

nazywany jest

(i) adaptowalnym lub (Fs)s∈I-adaptowalnym, jeżeli xs jest Fs-mierzalny dla

każdego s ∈ I,

(ii) przewidywalnym, jeżeli x jest P- mierzalny,

(iii) cia̧gÃlym (prawostronnie cia̧gÃlym) na przedziale I, jeżeli prawie

wszystkie jego trajektorie sa̧ cia̧gÃle (prawostronnie cia̧gÃle),
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(iv) procesem cádlág, jeżeli ma on prawostronnie cia̧gÃle trajektorie

ze skończonymi lewostronnymi granicami,

(v) FV-procesem, jeżeli x jest adaptowalnym procesem cádlág oraz prawie

wszystkie jego trajektorie maja̧ wahanie ograniczone na zwartych pod-

przedziaÃlach I.

Symbolem Sp oznaczana bȩdzie przestrzeń Banacha wszystkich

(Fs)s∈I-adaptowalnych procesów cádlág (xs)s∈I , dla których ‖x‖Sp < ∞, gdzie

‖x‖Sp = ‖ sup
s∈I

|xs| ‖Lp(Ω) i 1 ≤ p ≤ ∞.

Definicja 1.3 Proces stochastyczny W = (Ws)s∈I nazywany jest procesem

Wienera, jeśli ma nastȩpuja̧ce wÃlasności

(i) W0 ≡ 0,

(ii) przyrosty procesu Wt−Ws sa̧ jednorodne i niezależne od Fs dla s < t,

(iii) Wt ma rozkÃlad normalny z wartościa̧ oczekiwana̧ równa̧ 0 i wariancja̧

równa̧ t.

Definicja 1.4 Adaptowalny proces stochastyczny x = (xs)s∈I nazywany jest

martyngaÃlem wzglȩdem filtracji (Fs)s∈I , jeżeli

(i) E|xs| < ∞ dla każdego s ∈ I,

(ii) E(xs|Fu) = xu dla u ≤ s prawie na pewno.

Uwaga 1.5 Ponieważ wszystkie martyngaÃly maja̧ prawostronnie cia̧gÃla̧ mody-

fikacjȩ, to w dalszym cia̧gu rozprawy zakÃladać bȩdziemy (bez zmniejszania

ogólności), że martyngaÃl jest zawsze procesem cádlág.

Zmienna losowa K : Ω → I jest czasem zatrzymania, jeżeli zdarzenie

{K ≤ s} ∈ Fs dla każdego s ∈ I.

Adaptowalny proces cádlág m = (ms)s∈I jest lokalnym martyngaÃlem, jeżeli

istnieje rosna̧cy cia̧g czasów zatrzymania, Kn, speÃlniaja̧cy prawie na pewno
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warunek limn→∞ Kn = T i taki, że zastopowany proces mKn = (mKn∧s)s∈I jest

martyngaÃlem.

MartyngaÃl x jest caÃlkowalny z kwadratem, jeśli sups∈I E(x2
s) < ∞.

Twierdzenie 1.6 ( Nierówność Dooba, Theorem I.1.42 [18] ) Jeśli x jest

martyngaÃlem caÃlkowalnym z kwadratem, to

E(sup
s∈I

x2
s) ≤ 4 sup

s∈I
E(x2

s) = 4E(x2
T ).

WÃlasność 1.7 ( WÃlasność izometrii caÃlki Itô, Corollary III.3.7 [32] )

Dla każdego adaptowalnego i L2-caÃlkowalnego procesu f zachodzi

E|
∫ T

0
fsdWs|2 = E

∫ T

0
f 2

s ds(1)

Korzystaja̧c z WÃlasności 1.7 nierówność Dooba dla caÃlki Itô przyjmuje

nastȩpuja̧ca̧ postać

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
fsdWs|2) ≤ 4E

∫ T

0
f 2

s ds,(2)

gdzie f jest adaptowalnym, L2-caÃlkowalnym procesem.

Definicja 1.8 Stochastyczny proces x nazywany jest specjalnym semi-

martyngaÃlem, jeśli można go przedstawić w postaci sumy: x = m+ v, gdzie m

jest lokalnym martyngaÃlem, natomiast v jest przewidywalnym FV -procesem.

Uwaga 1.9 W dalszej czȩści rozprawy specjalne semimartyngaÃly, o ile nie

prowadzi to do nieporozumień, bȩdziemy nazywać semimartyngaÃlami. O semi-

martyngale mówimy, że jest cia̧gÃly, jeżeli prawie wszystkie jego trajektorie sa̧

funkcjami cia̧gÃlymi.

Definicja 1.10 Niech Dn oznacza taki cia̧g podziaÃlów przedziaÃlu I,

że

lim
n→∞ sup

ti∈Dn

(ti+1 − ti) = 0 oraz M̃ := sup
n≥1

sup
ti∈Dn

ti+1

ti
< ∞.
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Niech 0 = t0 < t1 < ... < tk(n) < tk(n)+1 = T bȩda̧ punktami podziaÃlu

Dn. Procesem wahania kwadratowego procesów x = (xt)t∈I i y = (yt)t∈I ,

oznaczanym przez [x, y] = ([x, y]t)t∈I , nazywana jest, o ile istnieje, nastȩpuja̧ca

granica w sensie prawdopodobieństwa

[x, y]t = lim
n→∞

∑

ti∈Dn, ti<t

(xti+1
− xti)(yti+1

− yti).

WÃlasność 1.11 ( [36] ) Jeśli x i y sa̧ semimartyngaÃlami, to

[x, y] = xy −
∫

x−dy −
∫

y−dx.

Definicjȩ oraz wÃlasności stochastycznej caÃlki
∫

x−dy z lewostronnego

ucia̧glenia procesu x wzglȩdem semimartyngaÃlu y można znaleźć w paragrafie

szóstym rozdziaÃlu drugiego [36].

W szczególności, jeśli x jest cia̧gÃlym semimartyngaÃlem i W jest procesem

Wienera, to proces wahania kwadratowego speÃlnia warunek

[x,W ] = xW −
∫

xdW −
∫

Wdx.

WÃlasność 1.12 ( [36] ) WÃlasności procesu wahania kwadratowego

(i) Jeśli x i y sa̧ semimartyngaÃlami, to odwzorowanie (x, y) → [x, y] jest

dwuliniowe i symetryczne,

(ii) Jeśli x jest cia̧gÃlym FV-procesem, to [x, x]s = x2
0 dla każdego s ∈ I,

(iii) Jeśli x jest semimartyngaÃlem, y jest procesem z trajektoriami o waha-

niu ograniczonym oraz x lub y jest procesem cia̧gÃlym, to [x, y] = 0,

(iv) Proces wahania kwadratowego [x, y] dwóch semimartyngaÃlów x i y

jest również semimartyngaÃlem z trajektoriami o wahaniu ograniczonym na

przedziaÃlach zwartych.

Twierdzenie 1.13 ( Nierówność Kunity-Watanabe, Theorem II.25 [36] )

Niech dane bȩda̧ semimartyngaÃly x i y oraz przewidywalne procesy f i g. Wtedy

prawie wszȩdzie zachodzi
∫ T

0
|fs||gs||d[x, y]s| ≤ (

∫ T

0
f 2

s d[x, x]s)
1
2 (

∫ T

0
g2

sd[y, y]s)
1
2 .
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W szczególności jeśli x jest semimartyngaÃlem oraz W jest procesem

Wienera, to nierówność Kunity-Watanabe ma nastȩpuja̧ca̧ postać

∫ T

0
|fs||gs||d[x,W ]s| ≤ (

∫ T

0
f 2

s d[x, x]s)
1
2 (

∫ T

0
g2

sds)
1
2 .

Twierdzenie 1.14 ( Theorem II.28, [36] ) Niech dane bȩda̧ semimartyngaÃly

x i y oraz przewidywalne procesy f i g. Wtedy

[
∫

fsdxs,
∫

gsdys]T =
∫ T

0
fsgsd[x, y]s.

Symbolem H2 oznaczana bȩdzie przestrzeń Banacha wszystkich semi-

martyngaÃlów x = m + v określonych w Definicji 1.8, które maja̧ skończona̧

H2 normȩ:

‖x‖H2 = ‖[m,m]
1/2
T ‖L2(Ω) + ‖

∫ T

0
|dvt|‖L2(Ω),

gdzie
∫ T
0 |dvt| jest caÃlkowitym wahaniem trajektorii procesu v.

WÃlasność 1.15 ( Theorem IV.5, [36] ) Niech x bȩdzie semimartyngaÃlem

z przestrzeni H2. Wtedy

E{(sup
t∈I

|xt|)2} = ||x||2S2 ≤ 8||x||H2 .

Definicja 1.16 Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Lokalnym czasem

dla procesu x na poziomie p nazywany jest proces Lp
s(ω) = Lp(x)s, który

dla każdego (p, s) speÃlnia

Lp(x)s = lim
ε→0

1

ε

∫ s

0
1(p≤xτ≤p+ε)d[x, x]τ , prawie na pewno

oraz

Lp−(x)s = lim
ε→0

1

ε

∫ s

0
1(p−ε≤xτ≤p)d[x, x]τ , prawie na pewno.

Twierdzenie 1.17 ( Theorem III.7.1, [18] ) Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semi-

martyngaÃlem na przestrzeni (Ω,F , (Fs)s∈I , P ). Wtedy istnieje lokalny czas

w punkcie p ∈ R1 dla procesu x speÃlniaja̧cy warunki
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(i) Odwzorowanie (s, p, ω) → Lp
s(ω) jest mierzalne i dla każdego ustalonego

(s, p) zmienna losowa Lp
s jest Fs-mierzalna,

(ii) Dla każdego ustalonego p ∈ R1 odwzorowanie s → Lp
s(ω) jest cia̧gÃle

i niemaleja̧ce oraz Lp
0(ω) = 0,

(iii) Dla każdej mierzalnej funkcji f : R1 → [0,∞), dla każdego s ∈ I

i dla prawie wszystkich ω ∈ Ω

∫

R1
Lp

s(x)f(p)dp =
∫ s

0
f(xτ )d[x, x]τ ,

(iv) Dla prawie wszystkich ω ∈ Ω i dla wszystkich (s, p) ∈ I ×R1 granice

Lp
s(ω) = lim

τ→s, q↓p
Lq

τ (ω) i Lp−
s (ω) = lim

τ→s, q↑p
Lq

τ (ω)

istnieja̧.

WÃlasność (iv) z Twiedzenia 1.17 mówi, że dla prawie wszystkich ω ∈ Ω

lokalny czas Lp
s(ω) jest Ãla̧cznie cia̧gÃly w s i jest procesem cádlág w punkcie p.

1.2. Elementy analizy wielowartościowej

Niech Cl(R1) oznacza rodzinȩ wszystkich niepustych i domkniȩtych

podzbiorów R1, Conv(R1) rodzinȩ wszystkich niepustych, domkniȩtych

i wypukÃlych podzbiorów R1, natomiast CComp(R1) rodzinȩ wszystkich

niepustych, zwartych i wypukÃlych podzbiorów R1.

Definicja 1.18 Niech B,C ∈ Cl(R1). OdlegÃlościa̧ Hausdorffa zbioru B

od zbioru C nazywamy funkcjȩ

H(B, C) = max{H̄(B, C), H̄(C, B)},

gdzie

H̄(B,C) = sup
b∈B

dist(b, C) = sup
b∈B

inf
c∈C

d(b, c).
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WÃlasność 1.19 ( Proposition 1.3.3, [24] ) Niech B,B′, C, C ′ ∈ CComp(R1).

Zachodza̧ wtedy nastȩpuja̧ce wÃlasności

(i) H(tB, tC) = tH(B, C) dla wszystkich t ≥ 0,

(ii) H(B + B′, C + C ′) ≤ H(B,C) + H(B′, C ′),

(iii) H(B, C) ≤ H(B,C ′) + H(C ′, C),

(iv) H(λB, µC) ≤ max{λ, µ}H(B,C) + |λ− µ|[H(B, {0}) + H(C, {0})].

Niech (Ω̃,A, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧ µ. Niech zbiór B ⊂ Ω̃.

Wtedy ||B||
Ω̃

= supb∈B ||a||Ω̃ = H(B, {0}).

Definicja 1.20 Multifunkcja̧ F dziaÃlaja̧ca̧ z przestrzeni (Ω̃,A, µ) do przestrze-

ni podzbiorów R1 nazywane jest odwzorowanie, które każdemu elementowi

ω̃ ∈ Ω̃ przyporza̧dkowuje zbiór F (ω̃) ∈ 2R1
. Jeżeli przynajmniej dla

jednego elementu ω̃ ∈ Ω̃ zbiór wartości multifunkcji F (ω̃) ⊂ R1 jest niepusty,

to multifunkcja F jest wÃlaściwa.

Definicja 1.21 Multifunkcja F : Ω̃ → Cl(R1) nazywana jest

(i) mierzalna̧, jeżeli przeciwobraz każdego otwartego zbioru O ⊂ R1 jest

mierzalny, to znaczy {ω̃ ∈ Ω̃ : F (ω̃) ∩O 6= ∅} ∈ A,

(ii) dolnie póÃlcia̧gÃla̧ w punkcie ω̃0 ∈ Ω̃, jeżeli dla każdego otoczenia

N(y0) punktu y0 ∈ F (ω̃0) istnieje otoczenie N(ω̃0) punktu ω̃0 ∈ Ω̃ takie,

że dla każdego ω̃ ∈ Ω̃ z tego otoczenia zbiór F (ω̃) ∩N(y0) jest niepusty,

(iii) górnie póÃlcia̧gÃla̧ w punkcie ω̃0 ∈ Ω̃, jeżeli dla każdego otwartego

zbioru V zawieraja̧cego F (ω̃0) istnieje otoczenie N(ω̃0) punktu ω̃0 ∈ Ω̃ takie,

że dla każdego ω̃ ∈ Ω̃ z tego otoczenia zbiór F (ω̃) ⊂ V .

Definicja 1.22 Niech F : (Ω̃, µ) → CComp(R1). Multifunkcja F jest

ograniczona, jeśli istnieje taka staÃla M ≥ 0 , że H(F (ω̃), {0}) ≤ M .
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Multifunkcja F jest caÃlkowo ograniczona, jeśli istnieje l ∈ L2(Ω̃, µ; R1) takie,

że H(F (ω̃), {0}) ≤ l(ω̃). Multifunkcja F jest lokalnie caÃlkowo ograniczona,

jeśli na dowolnym zwartym zbiorze B ⊂ Ω̃ istnieje l ∈ L2(B, µ; R1) takie,

że H(F (ω̃), {0}) ≤ l(ω̃) dla każdego ω̃ ∈ B.

Definicja 1.23 Niech dana bȩdzie multifunkcja F : Ω̃ → Cl(R1). Mierzalna

funkcja f : Ω̃ → R1 nazywana jest mierzalnym selektorem multifunkcji F ,

jeśli f(ω̃) ∈ F (ω̃) dla prawie wszystkich ω̃ ∈ Ω̃. Symbolem SF bȩdzie

oznaczany zbiór wszystkich mierzalnych i L2(Ω̃, µ, R1)-caÃlkowalnych

selektorów multifunkcji F .

Przytoczone poniżej twierdzenia selekcyjne Michaela oraz Kuratowskiego

i Rylla-Nardzewskiego, a także wÃlasności zbioru mierzalnych selektorów

multifunkcji F przedstawione sa̧ w wersji, w której bȩda̧ wykorzystane

w dalszej czȩści rozprawy.

Twierdzenie 1.24 ( Tw. Kuratowskiego, Ryll-Nardzewskiego, Theorem

II.3.10 [19] ) Niech (Ω̃,A, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧ µ. Mierzalna multi-

funkcja F : Ω̃ → Cl(R1) posiada mierzalny selektor.

Twierdzenie 1.25 ( Theorem 1.4, [14] ) Niech F1, F2 : Ω̃ → 2R1
bȩda̧ multi-

funkcjami mierzalnymi oraz F (ω̃) = cl(F1(ω̃) + F2(ω̃)) dla ω̃ ∈ Ω̃. Wtedy

F jest również multifunkcja̧ mierzalna̧. Ponadto jeśli SF1 i SF2 sa̧ niepuste,

to SF = cl
L2(Ω̃;R1)

(SF1 + SF2).

Niech coF (ω̃) oznacza domkniȩta̧ i wypukÃla̧ otoczkȩ zbioru F (ω̃) w R1.

Twierdzenie 1.26 ( Theorem 1.5, [14] ) Niech F : Ω̃ → 2R1
bȩdzie multi-

funkcja̧ mierzalna̧ oraz (coF )(ω̃) = coF (ω̃) dla ω̃ ∈ Ω̃. Wtedy coF jest również

multifunkcja̧ mierzalna̧. Ponadto jeśli SF jest niepusty, to ScoF = co
L2(Ω̃;R1)

SF .

12



Niech (Ω̃,A, µ) bȩdzie σ-skończona̧ przestrzenia̧ z miara̧ µ. Niech dana

bȩdzie mierzalna multifunkcja F : Ω̃ → 2R1
oraz A⊗ B-mierzalna funkcja

φ : Ω̃ × R1 → R1, gdzie B oznacza σ-algebrȩ zbiorów borelowskich z R1.

Dla mierzalnego selektora multifunkcji F , f : Ω̃ → R1 zdefiniowany jest

funkcjonaÃl Iφ(f) =
∫
Ω̃

φ(ω̃, f(ω̃))dµ.

Twierdzenie 1.27 ( Theorem 2.2, [14] ) Niech F : Ω̃ → 2R1
bȩdzie

multifunkcja̧ mierzalna̧ oraz φ : Ω̃ × R1 → R1 bȩdzie A⊗ B-mierzalna̧

funkcja̧. Jeśli φ jest funkcja̧ cia̧gÃla̧ w punkcie t ∈ R1 dla każdego ω̃ ∈ Ω̃

oraz zdefiniowany dla każdego f ∈ SF funkcjonaÃl Iφ(f) speÃlnia Iφ(f0) < ∞
dla pewnego f0 ∈ SF , to

(i) inf
f∈SF

Iφ(f) =
∫

Ω̃
inf

t∈F (ω̃)
φ(ω̃, t)dµ,

(ii) sup
f∈SF

Iφ(f) =
∫

Ω̃
sup

t∈F (ω̃)

φ(ω̃, t)dµ.

Twierdzenie 1.28 ( Theorem Michaela, [2] ) Dolnie póÃlcia̧gÃla multifunkcja

F : R1 → Conv(R1) posiada cia̧gÃla̧ selekcjȩ.

Definicja 1.29 Niech B, C ∈ CComp(R1).

Zbiór D := (B ÷ C) ∈ CComp(R1) nazywany jest różnica̧ Hukuhary zbiorów

B i C, jeśli B = C + D, gdzie ” + ” oznacza algebraiczna̧ sumȩ zbiorów C,D.

Multifunkcja F : R1 → CComp(R1) jest różniczkowalna w sensie

Hukuhary w punkcie t0 ∈ R1, jeśli istnieje zbiór (DF )(t0) taki, że granice

lim
4t→0+

F (t0 +4t)÷ F (t0)

4t

oraz

lim
4t→0+

F (t0)÷ F (t0 −4t)

4t

istnieja̧ i sa̧ równe (DF )(t0). Granice te sa̧ rozumiane w sensie metryki

Hausdorffa. Multifunkcja F jest różniczkowalna w sensie Hukuhary, jeśli

posiada pochodna̧ Hukuhary w każdym punkcie t ∈ R1.
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ROZDZIAÃL II

Wielowartościowa caÃlka typu Stratonowicza wzglȩdem

procesu Wienera

W rozprawie badane sa̧ dwie różne klasy multifunkcji, dla których

określone zostana̧ wielowartościowe caÃlki typu Stratonowicza. W tym rozdziale

zostanie zdefiniowana wielowartościowa caÃlka typu Stratonowicza dla multi-

funkcji różniczkowalnych w sensie Hukuhary oraz zaprezentowane bȩda̧

podstawowe wÃlasności tej caÃlki, niezbȩdne do badania wÃlasności zbioru

rozwia̧zań inkluzji typu Stratonowicza. Druga definicja wielowartościowej

caÃlki typu Stratonowicza wzglȩdem górnie oddzielanych multifunkcji bȩdzie

przedstawiona w rozdziale czwartym.

2.1. Definicja wielowartościowej caÃlki typu Stratonowicza

Niech dany bȩdzie skończony przedziaÃl czasowy I = [0, T ], zupeÃlna

przestrzeń probabilistyczna z filtracja̧ (Ω,F , (Fs)s∈I , P ) oraz przestrzeń

Hilberta L2 = L2(I × Ω,P ,dt⊗dP; R1).

Definicja 2.1 Niech F : R1 → CComp(R1). Dla semimartyngaÃlu x

symbolem SF•x oznaczany bȩdzie zbiór wszystkich przewidywalnych,

(Fs)s∈I-adaptowalnych i L2-caÃlkowalnych selektorów zÃlożenia F • x, to znaczy

SF•x = {f ∈ L2 : fs ∈ F (xs) dt⊗ dP − p.w.}

Podobnie definiujemy zbiór selektorów S(DF )•x dla zÃlożenia pochodnej

Hukuhary DF multifunkcji F oraz semimartyngaÃlu x.

Niech W = (Ws)s∈I bȩdzie procesem Wienera określonym w Definicji 1.3.

Definicja 2.2 Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem oraz multifunkcja

F : R1 → CComp(R1) niech bȩdzie taka, że F • x : I × Ω → CComp(R1)

14



określone wzorem (F • x)(t, ω) = F (x(t, ω)) = F (xt) jest multifunkcja̧

mierzalna̧ i caÃlkowo ograniczona̧. Wówczas wielowartościowa caÃlka Itô

ze zÃlożenia F • x wzglȩdem procesu Wienera W definiowana jest jako zbiór

∫
F (xs)dWs = {

∫
fsdWs : f ∈ SF•x}.

Niech [x, W ] bȩdzie procesem wahania kwadratowego cia̧gÃlego semi-

martyngaÃlu x i procesu Wienera W . Definicja oraz podstawowe wÃlasności

procesu wahania kwadratowego omówione zostaÃly w paragrafie pierwszym

rozdziaÃlu pierwszego.

Definicja 2.3 Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Niech multifunkcja

G : R1 → CComp(R1) bȩdzie mierzalna i lokalnie caÃlkowo ograniczona.

Wówczas wielowartościowa stochastyczna caÃlka ze zÃlożenia multifunkcji G

z cia̧gÃlym semimartyngaÃlem x wzglȩdem procesu wahania kwadratowego [x,W ]

definiowana jest jako zbiór

∫
G(xs)d[x, W ]s = {

∫
gsd[x,W ]s : g ∈ SG•x}.

Na mocy WÃlasności 1.12 (iv) proces wahania kwadratowego [x,W ] jest

procesem o wahaniu ograniczonym, wiȩc caÃlka
∫

G(xs)d[x,W ]s może być

traktowana jako caÃlka Lebesgue’a-Stieltjesa z parametrem.

Definicja 2.4 Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Niech multifunkcja

F : R1 → CComp(R1) bȩdzie różniczkowalna w sensie Hukuhary

oraz niech DF bȩdzie pochodna̧ multifunkcji F . Wielowartościowa stochasty-

czna caÃlka typu Stratonowicza z multifunkcji F wzglȩdem pocesu Wienera W

definiowana jest jako zbiór

∫
F (xs) ◦ dWs :=

∫
F (xs)dWs +

1

2

∫
(DF )(xs)d[x,W ]s,(3)

przy zaÃlożeniu, że wielowartościowe caÃlki po prawej stronie powyższej równości

sa̧ zbiorami niepustymi.
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Podobnie definiujemy
∫ t
s F (xτ ) ◦ dWτ dla s, t ∈ I jako zbiór postaci

∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ = {

∫ t

s
fτdWτ +

1

2

∫ t

s
f 1

τ d[x,W ]τ : f ∈ SF•x i f 1 ∈ SDF•x}.

Wtedy
∫

F (xτ ) ◦ dWτ = (
∫ t
0 F (xτ ) ◦ dWτ )t∈I .

2.2. Istnienie i wÃlasności wielowartościowej caÃlki typu

Stratonowicza

Zasadniczym tematem rozprawy sa̧ stochastyczne inkluzje różniczkowe

typu Stratonowicza z wielowartościowymi caÃlkami określonymi w Definicji

2.4. Z tego powodu caÃlki
∫

F (xs) ◦ dWs powinny być poprawnie określone,

to znaczy być zbiorami niepustymi, co najmniej dla takiej klasy procesów x,

która zawiera rodzinȩ wszystkich rozwia̧zań inkluzji. Definicja rozwia̧zania

inkluzji typu Stratonowicza zaprezentowana bȩdzie w rozdziale trzecim.

W myśl tej definicji rozwia̧zania inkluzji sa̧ cia̧gÃlymi semimartyngaÃlami postaci

xt =
∫ t

0
bsdWs + vt,(4)

gdzie b jest (Fs)s∈I-adaptowalnym i L2-caÃlkowalnym procesem,

natomiast v jest pewnym cia̧gÃlym FV-procesem. WÃlasności caÃlek pokazane

w tym paragrafie dla procesów z klasy (4) wystarczaja̧ do otrzymania

odpowiednich rezultatów dotycza̧cych zbioru rozwia̧zań inkluzji.

Ponieważ Twiedzenie 2.5 o istnieniu wielowartościowej caÃlki typu Strato-

nowicza zostaÃlo pokazane bez ograniczeń typu (4), naturalnym wydaje siȩ

pytanie, czy w pozostaÃlych twierdzeniach tego rozdziaÃlu warunek (4) może

zostać zasta̧piony ogólniejszym warunkiem ”x jest cia̧gÃlym semimartyngaÃlem”.

Problem ten stanowi przedmiot moich obecnych badań.

Twierdzenie 2.5 Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Jeżeli multi-

funkcja F : R1 → CComp(R1) jest różniczkowalna w sensie Hukuhary

oraz jej pochodna DF jest lokalnie caÃlkowo ograniczona, to wielowartościowa

caÃlka typu Stratonowicza
∫

F (x(s)) ◦ dW (s) jest zbiorem niepustym.
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Dowód. Chca̧c udowodnić istnienie wielowartościowej caÃlki typu

Stratonowicza należy znaleźć selektory f ∈ SF•x i f 1 ∈ SDF•x, dla których

caÃlki
∫ t
0 fsdWs i

∫ t
0 f 1

s d[x,W ]s istnieja̧ dla t ∈ I.

Multifunkcja F , bȩda̧c różniczkowalna w sensie Hukuhary, jest multifunkcja̧

cia̧gÃla̧ o wypukÃlych wartościach. Wtedy na mocy Twierdzenia 1.28 multi-

funkcja F posiada cia̧gÃly selektor f . Ponieważ f(xs) jest cia̧gÃlym procesem,

to caÃlka
∫ t
0 f(xs)dWs istnieje. Ponadto, f(xs) ∈ SF•x.

Chca̧c udowodnić niepustość zbioru
∫
(DF )(xs)d[x, W ]s należy zauważyć,

że pochodna Hukuhary DF jest multifunkcja̧ mierzalna̧. Wtedy na podstawie

Twierdzenia 1.24 multifunkcja DF posiada mierzalna̧ selekcjȩ f 1.

Korzystaja̧c z lokalnej caÃlkowej ograniczoności DF otrzymujemy,

że f 1 ∈ L2
loc(R

1). Należy jeszcze pokazać, że caÃlka
∫ t
0 f 1(xs)d[x,W ]s istnieje.

Korzystaja̧c z nierówności Kunity-Watanabe (Twierdzenie 1.13)

otrzymujemy

|
∫ t

0
f 1(xs)d[x,W ]s|

≤ (
∫ t

0
(f 1(xs))

2d[x, x]s)
1
2 (

∫ t

0
d[W,W ]s)

1
2

= (
∫ t

0
(f 1(xs))

2d[x, x]s)
1
2 (t)

1
2 .

Na mocy Twierdzenia 1.17 (iii), uzyskujemy

|
∫ t

0
f 1(xs)d[x,W ]s| ≤ (

∫

R
(f 1(p))2Lp

t (x)dp)
1
2 (t)

1
2 ,

gdzie Lp
t (x) jest lokalnym czasem procesu x. Z Definicji 1.16 lokalnego

czasu dla cia̧gÃlego semimartyngaÃlu x oraz wÃlasności lokalnego czasu zawartej

w Twierdzeniu IV.50 z pracy [36] wynika, że dla każdego

p > x∗t = sups≤t |xs|, Lp
t (x) = 0 oraz że supp Lp

t (x) < ∞ prawie na pewno.

Wówczas

|
∫ t

0
f 1(xs)d[x,W ]s| ≤ (sup

p
Lp

t (x) t)
1
2 (

∫ x∗t

−x∗t
(f 1(p))2dp)

1
2 < ∞ p.n.
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Oznacza to, że
∫ t
0 F (xs) ◦ dWs jest zbiorem niepustym dla t ∈ I.

Uwaga 2.6 Korzystaja̧c z postaci (4) procesu x oraz z wÃlasności procesu

wahania kwadratowego wielowartościowa̧ caÃlkȩ typu Stratonowicza można

zapisać w nastȩpuja̧cy sposób

∫
F (xs) ◦ dWs :=

∫
F (xs)dWs +

1

2

∫
(DF )(xs)bsds.(5)

Dowód. Korzystaja̧c z postaci (4) procesu x

∫
F (xs) ◦ dWs =

∫
F (xs)dWs +

1

2

∫
(DF )(xs)d[x,W ]s

=
∫

F (xs)dWs +
1

2

∫
(DF )(xs)d[

∫
bτdWτ + v,W ]s

=
∫

F (xs)dWs +
1

2

∫
(DF )(xs)(d[

∫
bτdWτ ,W ]s + d[v,W ]s).

W ostatniej równości wykorzystano WÃlasność 1.12 (i). Ponieważ W jest

cia̧gÃlym procesem Wienera, a x0 i v sa̧ procesami o wahaniu

ograniczonym, wiȩc na mocy WÃlasności 1.12 (iii) proces wahania kwadra-

towego [v, W ] = 0. Na mocy Twierdzenia 1.14 proces wahania kwadratowego

[
∫

bτdWτ ,W ]s =
∫ s
0 bτdτ . Sta̧d

∫
(DF )(xs)d[

∫
bτdWτ + v,W ]s =

∫
(DF )(xs)bsds.

Definicja 2.7 Multifunkcja F : R1 → CComp(R1) jest semimartyngaÃlowo

ograniczona, jeśli istnieje taki proces m ∈ L2(I × Ω), że dla każdego x ∈ H2

HR1(F (xs), {0}) ≤ ms.
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Twierdzenie 2.8 Niech multifunkcja F : R1 → CComp(R1) bȩdzie

różniczkowalna w sensie Hukuhary i niech DF bȩdzie jej pochodna̧ Hukuhary.

Niech b bȩdzie (Fs)s∈I-adaptowalnym i L2-caÃlkowalnym procesem oraz v niech

bȩdzie cia̧gÃlym FV -procesem. ZaÃlóżmy, że x =
∫

bsdWs + v. Jeśli F i DF sa̧

semimartyngaÃlowo ograniczone, to wielowartościowa caÃlka typu Stratonowicza
∫

F (xs) ◦ dWs jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni S1.

Dowód. Korzystaja̧c z postaci procesu x =
∫

bsdWs+v, Uwagi 2.6 i faktu,

że || · ||L1(Ω) ≤ || · ||L2(Ω), otrzymujemy

‖
∫

F (xs) ◦ dWs‖S1

= ‖
∫

F (xs)dWs +
1

2

∫
(DF )(xs)d[x, W ]s‖S1

≤ ‖
∫

F (xs)dWs‖S1 +
1

2
‖

∫
(DF )(xs)bsds‖S1

≤ sup
f∈SF•x

‖ sup
t∈I

|
∫ t

0
fsdWs| ‖L2(Ω)

+
1

2
sup

f1∈S(DF )•x

‖ sup
t∈I

|
∫ t

0
f 1

s bsds| ‖L1(Ω).

Stosuja̧c do pierwszego skÃladnika nierówność Dooba oraz wÃlasność izometrii

caÃlki Itô, na mocy (2), powyższa̧ nierówność można nastȩpuja̧co oszacować

≤ 4 sup
f∈SF•x

E(
∫ T

0
(fs)

2ds)

+
1

2
sup

f1∈S(DF )•x

E( sup
t∈I

|
∫ t

0
f 1

s bsds| ),

a nastȩpnie stosuja̧c do drugiego skÃladnika nierówność Höldera mamy
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≤ 4 sup
f∈SF•x

E(
∫ T

0
(fs)

2ds)

+
1

2
sup

f1∈S(DF )•x

(E
∫ T

0
(f 1

s )2ds|) 1
2 (E

∫ T

0
(bs)

2ds)
1
2 .

Zatem

‖
∫

F (xs) ◦ dWs‖S1

≤ 4 sup
f∈SF•x

‖f‖L2(I×Ω)

+
1

2
sup

f1∈S(DF )•x

‖f 1‖L2(I×Ω) · ‖b‖L2(I×Ω)

= 4H(F (xs), {0}) +
1

2
H((DF )(xs), {0})‖b‖L2(I×Ω).

Z zaÃlożenia semimartyngaÃlowej ograniczoności F i DF wnioskujemy,

że
∫

F (x(s)) ◦ dW (s) jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni S1.

Twierdzenie 2.9 Niech multifunkcje F, G : R1 → CComp(R1) bȩda̧

różniczkowalne w sensie Hukuhary oraz niech DF i DG bȩda̧ ich pocho-

dnymi. Niech b bȩdzie (Fs)s∈I-adaptowalnym i L2-caÃlkowalnym procesem

oraz niech v bȩdzie cia̧gÃlym FV -procesem. ZaÃlóżmy, że x =
∫

bsdWs + v. Jeśli

DF i DG sa̧ lokalnie caÃlkowo ograniczone, to S1-domkniȩcie wielowartościowej

caÃlki typu Stratonowicza jest operacja̧ liniowa̧. Oznacza to, że dla każdych

rzeczywistych staÃlych α i β

clS1(
∫

(αF (xs) + βG(xs)) ◦ dWs)

= clS1(α
∫

F (xs) ◦ dWs + β
∫

G(xs) ◦ dWs).
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Dowód. Addytywność. W pierwszym kroku pokażemy, że

∫
(F (xs) + G(xs)) ◦ dWs ⊆ clS1(

∫
F (xs) ◦ dWs +

∫
G(xs) ◦ dWs).

Niech J(xs) = F (xs) + G(xs). Ponieważ F (xs) i G(xs) sa̧ zbiorami

zwartymi oraz algebraiczna suma zbiorów zwartych jest zbiorem zwartym,

wiȩc J ∈ CComp(R1). Oznacza to, że clJ(xs) = J(xs). Niech z bȩdzie

dowolnym elementem ze zbioru
∫

J(xs) ◦ dWs. Wówczas

z =
∫

hsdWs +
1

2

∫
h̃sbsds,

gdzie h ∈ SJ•x i h̃ ∈ S(DJ)•x.

Ponieważ J(xs) = F (xs) + G(xs), (DJ)(xs) = (DF )(xs) + (DG)(xs),

hs ∈ J(xs) i h̃s ∈ (DJ)(xs), wiȩc na podstawie Twierdzenia 1.25

otrzymujemy

SJ•x = clL2(I×Ω)(SF•x + SG•x)

oraz

S(DJ)•x = clL2(I×Ω)(S(DF )•x + S(DG)•x).

Oznacza to, że istnieja̧ cia̧gi fn ∈ SF•x, gn ∈ SG•x, f̃n ∈ S(DF )•x, g̃n ∈ S(DG)•x

takie, że




h = limn→∞(fn + gn)

h̃ = limn→∞(f̃n + g̃n),
(6)

gdzie granice rozumiane sa̧ w sensie normy L2(I × Ω).

Pokażemy, że z ∈ clS1(
∫

F (xs) ◦ dWs +
∫

G(xs) ◦ dWs) lub równoważnie,

że

lim
n→∞ ‖

∫
hsdWs +

1

2

∫
h̃sbsds

−(
∫

fn
s dWs +

1

2

∫
f̃n

s bsds +
∫

gn
s dWs +

1

2

∫
g̃n

s bsds) ‖S1 = 0.

Zatem

||
∫

hs − (fn
s + gn

s )dWs +
1

2

∫
(h̃s − (f̃n

s + g̃n
s ))bsds ‖S1
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≤ ‖ sup
t∈I
|
∫ t

0
hs − (fn

s + gn
s )dWs|‖L2(Ω)

+
1

2
‖ sup

t∈I
|
∫ t

0
(h̃s − (f̃n

s + g̃n
s ))bsds|‖L1(Ω)

≤ (4E|
∫ T

0
hs − fn

s − gn
s dWs|2)1/2

+
1

2

∫

I×Ω
|(h̃s − (f̃n

s + g̃n
s ))bs|ds⊗ dP

≤ 2‖h− fn − gn‖L2(I×Ω) +
1

2
‖h̃− f̃n − g̃n‖L2(I×Ω) · ‖b‖L2(I×Ω).

Ostatnie wyrażenie zbiega do zera na podstawie wzorów (6).

Sta̧d

z ∈ clS1(
∫

F (xs) ◦ dWs +
∫

G(xs) ◦ dWs).

Pokażemy teraz, że

∫
F (xs) ◦ dWs +

∫
G(xs) ◦ dWs ⊆

∫
(F (xs) + G(xs)) ◦ dWs.

W tym celu weźmy dowolny z ∈ ∫
F (xs) ◦ dWs +

∫
G(xs) ◦ dWs.

Wówczas istnieja̧ selektory f ∈ SF•x, g ∈ SG•x, f̃ ∈ S(DF )•x, g̃ ∈ S(DG)•x

takie, że

z =
∫

fsdWs +
1

2

∫
f̃sbsds +

∫
gsdWs +

1

2

∫
g̃sbsds.

Niech h = f + g i h̃ = f̃ + g̃. Ponownie korzystaja̧c z Twierdzenia 1.25

oraz z liniowości pochodnej Hukuhary otrzymujemy

h = f + g ∈ SF•x + SG•x

⊂ clL2(I×Ω)(SF•x + SG•x) = Scl(F+G)•x = S(F+G)•x.
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Podobnie jak w pierwszej czȩści dowodu pokazujemy,

że h̃ = f̃ + g̃ ∈ S(D(F+G))•x, a sta̧d otrzymujemy z ∈ ∫
(F + G)(xs) ◦ dWs.

Jednorodność caÃlki. Niech z ∈ λ
∫

F (xs) ◦ dWs. Wówczas

z = λ(
∫

fsdWs +
1

2

∫
f̃sbsds),

gdzie f ∈ SF•x and f̃ ∈ S(DF )•x. Jeśli oznaczymy przez g := λf i g̃ := λf̃ ,

to wtedy g ∈ S(λF )•x oraz g̃ ∈ S(D(λF ))•x = Sλ(DF )•x. Sta̧d z ∈ ∫
λF (xs) ◦ dWs.

Zawieranie w przeciwna̧ stronȩ pokazujemy w podobny sposób.

WÃlasność 2.10 Jeżeli speÃlnione sa̧ zaÃlożenia Twierdzenia 2.9, to wielo-

wartościowa caÃlka typu Stratonowicza
∫

F (xs) ◦ dWs jest zbiorem wypukÃlym.

Dowód. Niech c i d bȩda̧ dwoma dowolnymi elementami ze zbioru
∫

F (xs) ◦ dWs. Wówczas istnieja̧ procesy f, g ∈ SF•x oraz f 1, g1 ∈ S(DF )•x

takie, że

c =
∫

fsdWs +
1

2

∫
f 1

s bsds

d =
∫

gsdWs +
1

2

∫
g1

sbsds.

Weźmy dowolne λ ∈ [0, 1]. Ponieważ multifunkcje F i DF maja̧ zwarte

wartości, wiȩc na mocy Twierdzenia 1.26 wnioskujemy, że

h = λf + (1− λ)g ∈ coSF•x = S(coF )•x = SF•x.

W podobny sposób pokazujemy, że

h1 = λf 1 + (1− λ)g1 ∈ S(DF )•x.

Sta̧d element λc + (1− λ)d należy do zbioru
∫

F (xs) ◦ dWs.
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Twierdzenie 2.11 Niech F,G : R1 → CComp(R1) bȩdzie różniczkowalna

w sensie Hukuhary oraz niech DF i DG bȩda̧ ich pochodnymi. Niech b bȩdzie

(Fs)s∈I-adaptowalnym L2-caÃlkowalnym procesem oraz niech v bȩdzie cia̧gÃlym

FV-procesem. ZaÃlóżmy, że x =
∫

bsdWs+v. Jeśli DF i DG sa̧ lokalnie caÃlkowo

ograniczone, to

H2
H2(

∫
F (xs) ◦ dWs,

∫
G(xs) ◦ dWs) ≤ 2

√
T‖

∫
H2

R(F (xs), G(xs))dWs‖H2

+
1

2
· T‖

∫
|bs|2H2

R((DF )(xs), (DG)(xs))ds‖H2 .

Dowód. Niech f ∈ SF•x i f 1 ∈ S(DF )•x. Ze wzglȩdu na uproszczenie

zapisu w dalszej czȩści dowodu bȩda̧ stosowane nastȩpuja̧ce oznaczenia

sup
f∈SF•x, f1∈S(DF )•x

:= sup
f,f1

,

inf
g∈SG•x, g1∈S(DG)•x

:= inf
g,g1

.

Niech H oznacza póÃlmetrykȩ Hausdorffa w przestrzeni H2. Wtedy z Uwagi

2.6 otrzymujemy

H
2
(
∫

F (xs) ◦ dWs,
∫

G(xs) ◦ dWs)

= sup
z∈

∫
F (xs)◦dWs

dist2H2(z,
∫

G(xs) ◦ dWs)

= sup
f,f1

dist2H2(
∫

fsdWs +
1

2

∫
f 1

s bsds,
∫

G(xs)dWs +
1

2

∫
(DG)(xs)bsds)

= sup
f,f1

inf
g,g1

||
∫

fsdWs +
1

2

∫
f 1

s bsds−
∫

gsdWs − 1

2

∫
g1

sbsds||2H2

≤ 2 sup
f,f1

{inf
g
||

∫
(fs − gs)dWs||2H2 + inf

g1
||1

2

∫
(f 1

s − g1
s)bsds||2H2}
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= 2 sup
f,f1

{inf
g

E
∫ T

0
|fs − gs|2ds +

1

4
inf
g1

E(
∫ T

0
|(f 1

s − g1
s)bs|ds)2}.

Stosuja̧c do drugiego skÃladnika nierówność Höldera oraz korzystaja̧c

z Twierdzenia 1.27 (i) powyższe wyrażenie można oszacować jako

≤ 2 sup
f,f1

{E
∫ T

0
inf

α∈G(xs)
|fs − α|2ds +

1

4
TE(

∫ T

0
inf

β∈(DG)(xs)
(f 1

s − β)2|bs|2ds}

= 2 sup
f

E
∫ T

0
dist2R1(fs, G(xs))ds +

1

2
T sup

f1

E(
∫ T

0
|bs|2dist2R1(f 1

s , (DG)(xs))ds.

Ponownie na mocy Twierdzenia 1.27 (ii) powyższe wyrażenie jest równe

= 2E
∫ T

0
sup

γ∈F (xs)
dist2R1(γ,G(xs))ds

+
1

2
TE

∫ T

0
|bs|2 sup

θ∈(DF )(xs)
dist2R1(θ, (DG)(xs))ds

≤ 2E
∫ T

0
H2

R1(F (xs), G(xs))ds +
1

2
TE

∫ T

0
|bs|2H2

R1((DF )(xs), (DG)(xs))ds.

Ponieważ pierwszy czynnik powyższej nierówności może być oszacowany

jako

||
∫ T

0
H2

R1(F (xs), G(xs))ds||L1(Ω)

≤ ||
∫ T

0
H2

R1(F (xs), G(xs))ds||L2(Ω)

≤
√

T ||
∫

H2
R1(F (xs), G(xs))dWs||H2 ,

wiȩc ostatecznie uzyskujemy

H
2
(
∫

F (xs) ◦ dWs,
∫

G(xs) ◦ dWs)
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≤ 2
√

T‖
∫

H2
R(F (xs), G(xs))dWs ‖H2

+
1

2
· T‖(

∫
|bs|2H2

R((DF )(xs), (DG)(xs))ds ‖H2 .

Podobnie pokazujemy, że H
2
(
∫

G(xs) ◦ dWs,
∫

F (xs) ◦ dWs), co kończy dowód.

WÃlasność wielowartościowych caÃlek typu Stratonowicza udowodniona

w Twierdzeniu 2.14 bȩdzie stanowiÃla zasadniczy krok w dowodzie domkniȩtości

zbioru rozwia̧zań inkluzji typu Stratonowicza. Udowodnione poniżej

Twierdzenie 2.14 w sposób istotny różni siȩ od Twierdzenia 2.11 pochodza̧cego

z pracy [12], w którym szacowana jest odlegÃlość, w sensie metryki Hausdorffa

w H2, wielowartościowych caÃlek typu Stratonowicza z różnych multifunkcji

zÃlożonych z jednym procesem. Wynik ten nie byÃl dota̧d publikowany.

Definicja 2.12 Niech F : R1 → CComp(R1). Multifunkcja F

(A1) speÃlnia semimartyngaÃlowy warunek Lipschitza, jeśli istnieje taka staÃla

L > 0, że dla każdego x, y ∈ H2 i dla każdego s ∈ I

HR1(F (xs), F (ys)) ≤ L||x− y||H2 .

Uwaga 2.13 Warunek (A1) jest sÃlabszy od warunku Lipschitza w R1.

Twierdzenie 2.14 Niech multifunkcja F : R1 → CComp(R1) bȩdzie

różniczkowalna w sensie Hukuhary oraz DF bȩdzie pochodna̧ F . Niech

x, xk ∈ H2 bȩda̧ procesami postaci x =
∫

bsdWs + v oraz xk =
∫

bk
sdWs + vk,

gdzie b, bk sa̧ adaptowalnymi L2-caÃlkowalnymi procesami oraz v, vk sa̧

cia̧gÃlymi FV-procesami. ZaÃlóżmy, że F (xs) i DF (xs) speÃlniaja̧ warunek (A1)

ze staÃlymi L i L1 odpowiednio oraz że DF (xs) jest ograniczona.

Jeśli limk→∞ ||x− xk||H2 = 0, to

lim
k→∞

HH2(
∫

F (xs) ◦ dWs,
∫

F (xk
s) ◦ dWs) = 0.
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Dowód. Niech f, f̃ ∈ SF•x, f 1, f̃ 1 ∈ S(DF )•x oraz g ∈ SF•xk i g1 ∈ S(DF )•xk .

Ze wzglȩdu na uproszczenie zapisu w dalszej czȩści dowodu bȩda̧ stosowane

nastȩpuja̧ce oznaczenia

sup
f∈SF•x, f1∈S(DF )•x

:= sup
f,f1

,

inf
f̃∈SF•x, f̃1∈S(DF )•x

:= inf
f̃ ,f̃1

oraz inf
g∈S

F•xk , g1∈S
(DF )•xk

= inf
g,g1

.

Niech H oznacza póÃlmetrykȩ Hausdorffa w przestrzeni H2.

Korzystaja̧c z Uwagi 2.6 oraz WÃlasności 1.19 (ii), (iii) otrzymujemy

H
2
H2(

∫
F (xs) ◦ dWs,

∫
F (xk

s) ◦ dWs)

≤ 2{H2
H2(

∫
F (xs) ◦ dWs,

∫
F (xs)dWs +

1

2

∫
DF (xs)b

k
sds)

+H
2
H2(

∫
F (xs) ◦ dWs +

1

2

∫
DF (xs)b

k
sds,

∫
F (xk

s) ◦ dWs)}

= 2 sup
z∈

∫
F (xs)◦dWs

dist2H2(z,
∫

F (xs)dWs +
1

2

∫
DF (xs)b

k
sds)

+2 sup
u∈(

∫
F (xs)dWs+

1
2

∫
DF (xs)bk

sds)

dist2H2(u,
∫

F (xk
s) ◦ dWs)

= 2 sup
f,f1

dist2H2(
∫

fsdWs +
1

2

∫
f 1

s bsds,
∫

F (xs)dWs +
1

2

∫
DF (xs)b

k
sds)

+2 sup
f,f1

dist2H2(
∫

fsdWs +
1

2

∫
f 1

s bk
sds,

∫
F (xk

s) ◦ dWs)

= 2 sup
f,f1

inf
f̃ ,f̃1

||
∫

(fs − f̃s)dWs +
1

2

∫
f 1

s bs − f̃ 1
s bk

sds||2H2

+2 sup
f,f1

inf
g,g1

||
∫

(fs − gs)dWs +
1

2

∫
(f 1

s − g1
s)b

k
sds||2H2

27



≤ 2 sup
f,f1

{2 inf
f̃

||
∫

(fs − f̃s)dWs||2H2 +
1

2
inf
f̃1

||
∫

f 1
s bs − f̃ 1

s bk
sds||2H2}

+2 sup
f,f1

{2 inf
g
||

∫
(fs − gs)dWs||2H2 +

1

2
inf
g1
||

∫
(f 1

s − g1
s)b

k
sds||2H2}

= 2 sup
f,f1

{2 inf
f̃

E(
∫ T

0
|fs − f̃s|2ds) +

1

2
inf
f̃1

E(
∫ T

0
|f 1

s bs − f̃ 1
s bk

s |ds)2}

+2 sup
f,f1

{2 inf
g

E(
∫ T

0
|fs − gs|2ds) +

1

2
inf
g1

E(
∫ T

0
|f 1

s − g1
s ||bk

s |ds)2}.

Stosuja̧c do drugiego i czwartego skÃladnika powyższej równości nierówność

Höldera otrzymujemy

≤ 2 sup
f,f1

{2 inf
f̃

E(
∫ T

0
|fs − f̃s|2ds) +

1

2
T inf

f̃1

E(
∫ T

0
|f 1

s bs − f̃ 1
s bk

s |2ds)}

+2 sup
f,f1

{2 inf
g

E(
∫ T

0
|fs − gs|2ds) +

1

2
T inf

g1
E(

∫ T

0
|f 1

s − g1
s |2|bk

s |2ds)}.

Korzystaja̧c z Twierdzenia 1.27 (i) powyższe wyrażenie jest równe

= 2 sup
f,f1

{2E(
∫ T

0
inf

α∈F (xs)
|fs − α|2ds) +

1

2
TE(

∫ T

0
inf

β∈DF (xs)
|f 1

s bs − βbk
s |2ds)}

+2 sup
f,f1

{2E(
∫ T

0
inf

γ∈F (xk
s )
|fs − γ|2ds) +

1

2
TE(

∫ T

0
inf

θ∈DF (xk
s )
|f 1

s − θ|2|bk
s |2ds)}

= 2 sup
f,f1

{2E(
∫ T

0
dist2R1(fs, F (xs))ds) +

1

2
TE(

∫ T

0
dist2R1(f 1

s bs, DF (xs)b
k
s)ds)}

+2 sup
f,f1

{2E(
∫ T

0
dist2R1(fs, F (xk

s))ds) +
1

2
TE(

∫ T

0
dist2R1(f 1

s , DF (xk
s))|bk

s |2ds)}

= 4 sup
f

E(
∫ T

0
dist2R1(fs, F (xs))ds) + T sup

f1

E(
∫ T

0
dist2R1(f 1

s bs, DF (xs)b
k
s)ds)

+4 sup
f

E(
∫ T

0
dist2R1(fs, F (xk

s))ds) + T sup
f1

E(
∫ T

0
dist2R1(f 1

s , DF (xk
s))|bk

s |2ds).
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Ponownie na mocy Twierdzenia 1.27 (ii) zastosowanego do ostatniej równości

uzyskujemy

= 4E(
∫ T

0
sup

η∈F (xs)
dist2R1(η, F (xs))ds)+TE(

∫ T

0
sup

ζ∈DF (xs)
dist2R1(ζbs, DF (xs)b

k
s)ds)

+4E(
∫ T

0
sup

η∈F (xs)
dist2R1(η, F (xk

s))ds)+TE(
∫ T

0
sup

ζ∈DF (xs)
dist2R1(ζ, DF (xk

s))|bk
s |2ds)

≤ TE(
∫ T

0
H2

R1(DF (xs)bs, DF (xs)b
k
s)ds) + 4E(

∫ T

0
H2

R1(F (xs), F (xk
s))ds)

+TE(
∫ T

0
H2

R1(DF (xs), DF (xk
s))|bk

s |2ds).

Stosuja̧c do pierwszego skÃladnika WÃlasność 1.19 (iv) i warunek (A1)

do skÃladników drugiego i trzeciego otrzymujemy

≤ TE
∫ T

0
(max{bs, b

k
s}H2

R1(DF (xs), DF (xs))+2H2
R1(DF (xs), {0})|bs−bk

s |2)ds

+4E
∫ T

0
L2||x− xk||2H2ds + TE

∫ T

0
L2

1||x− xk||2H2|bk
s |2ds

= 2TH2
R1(DF (xs), {0})E

∫ T

0
|bs − bk

s |2ds

+4TL2||x− xk||2H2 + TL2
1||x− xk||2H2E

∫ T

0
|bk

s |2ds.

Pokażemy teraz, że jeśli limk→∞ ||x− xk||2H2 = 0, to

limk→∞ E
∫ T
0 |bs − bk

s |2ds = 0. Rzeczywíscie,

0 = lim
k→∞

||x− xk||2H2 = lim
k→∞

||
∫

(bτ − bk
τ )dWτ + (v − vk)||2H2

= lim
k→∞

{||[
∫

(bτ − bk
τ )dWτ ,

∫
(bτ − bk

τ )dWτ ]
1
2
T ||L2(Ω) + ||

∫ T

0
|d(v − vk)τ | ||L2(Ω)}.

Stosuja̧c do pierwszego skÃladnika powyższej równości Twierdzenie 1.14

uzyskujemy

= lim
k→∞

{||(
∫ T

0
(bτ − bk

τ )
2dτ)

1
2 ||L2(Ω) + ||

∫ T

0
|d(v − vk)τ | ||L2(Ω)}
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= lim
k→∞

{(E
∫ T

0
|bτ − bk

τ |2dτ)
1
2 + (E(

∫ T

0
|d(v − vk)τ |)2)

1
2}.

Ponieważ HR1((DF )(xs), {0}) jest ograniczone, a cia̧g (bk) jest zbieżny

w L2(I × Ω), wiȩc

lim
k→∞

H
2
H2(

∫
F (xs) ◦ dWs,

∫
F (xk

s) ◦ dWs) = 0.

Podobnie pokazujemy, że

lim
k→∞

H
2
H2(

∫
F (xk

s) ◦ dWs,
∫

F (xs) ◦ dWs) = 0,

co kończy dowód twierdzenia.
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ROZDZIAÃL III

Stochastyczna inkluzja różniczkowa typu Stratonowicza

wzglȩdem procesu Wienera

W rozdziale tym podana zostanie definicja rozwia̧zania inkluzji (SI)

wzglȩdem wielowartościowej caÃlki typu Stratonowicza zdefiniowanej w rozdziale

drugim oraz zbadane bȩda̧ wÃlasności zbioru rozwia̧zań inkluzji (SI).

3.1. Definicja mocnego rozwia̧zania inkluzji

Niech dany bȩdzie skończony przedziaÃl czasowy I = [0, T ] oraz zupeÃlna

przestrzeń probabilistyczna (Ω,F , (Fs)s∈I , P ) z filtracja̧, speÃlniaja̧ca̧ zaÃlożenia

zawarte w Rozdziale 1.1. Niech multifunkcja F : R1 → CComp(R1) bȩdzie

różniczkowalna w sensie Hukuhary oraz niech W bȩdzie procesem Wienera

zgodnym z filtracja̧ (Fs)s∈I .

Definicja 3.1 Niech

(SI) dxt ∈ F (xt) ◦ dWt, x0 = ξ

oznacza inkluzjȩ stochastyczna̧ typu Stratonowicza wzglȩdem procesu Wienera.

Cia̧gÃly semimartyngaÃl x ∈ H2 nazywany jest mocnym rozwia̧zaniem inkluzji

(SI), zwanym dalej rozwia̧zaniem, jeśli dla każdego s, t ∈ I, s < t zachodzi

xt − xs ∈ clL2(Ω)(
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ) oraz x0 = ξ

lub równoważnie

xt − xs ∈ clL2(Ω)(
∫ t

s
F (xτ )dWτ +

1

2

∫ t

s
(DF )(xτ )d[x,W ]τ ) oraz x0 = ξ.

Wielowartościowe caÃlki stochastyczne wystȩpuja̧ce w powyższych formuÃlach

zdefiniowane zostaÃly w Rozdziale 2.1.

Symbolem I(ξ) oznaczany bȩdzie zbiór wszystkich rozwia̧zań inkluzji (SI)

z warunkiem pocza̧tkowym x0 = ξ, gdzie ξ ∈ F0.
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3.2. Istnienie i wÃlasności zbioru mocnych rozwia̧zań inkluzji

Niech dana bȩdzie zupeÃlna przestrzeń probabilistyczna (Ω,F , (Fs)s∈I , P )

z filtracja̧, speÃlniaja̧ca̧ zaÃlożenia zawarte w Rozdziale 1.1.

Definicja 3.2 ( [26] ) Niech D oznacza przestrzeń wszystkich funkcji

h : R1 → R1 prawostronnie cia̧gÃlych ze skończonymi lewostronnymi grani-

cami. Funkcja f : R1 → R1 jest klasy AD, jeśli f jest absolutnie cia̧gÃla

i jej pochodna f ′ posiada wersjȩ cádlág, to znaczy f ′ = h prawie wszȩdzie, dla

pewnego h ∈ D.

WÃlasność 3.3 ( [26] ) Jeśli f : R1 → R1 jest klasy AD oraz x i y sa̧ cia̧gÃlymi

semimartyngaÃlami, to [f(x), y] =
∫

f ′(xs)d[x, y]s.

W powyższym przypadku proces wahania kwadratowego [f(x), y] istnieje

mimo, że f(x) nie jest semimartyngaÃlem.

Definicja 3.4 Proces x nazywany jest minimalnym rozwia̧zaniem stocha-

stycznego równania, jeśli każde inne rozwia̧zanie y równania speÃlnia xt ≤ yt

dla każdego t ∈ I prawie na pewno.

Poniższa wersja twierdzenia J. San Martina bȩdzie wykorzystana

w dowodzie istnienia rozwia̧zań inkluzji (SI).

Twierdzenie 3.5 ( Theorem 4.14, [37] ) Niech z bȩdzie cia̧gÃlym semi-

martyngaÃlem, funkcja f ∈ AD oraz niech speÃlnione bȩdzie zaÃlożenie, że jeżeli

f ′ jest funkcja̧ cádlág, to supx∈R1 |f ′(x)| < ∞. Wtedy równanie Stratonowicza

dxt = f(xt) ◦ dzt = f(xt)dzt +
1

2
f ′(xt)d[x, z]t, x0 = ξ ∈ F0(7)

ma jednoznaczne mocne rozwia̧zanie minimalne x.
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Twierdzenie 3.6 Jeżeli multifunkcja F : R1 → CComp(R1) jest różniczko-

walna w sensie Hukuhary oraz jej pochodna DF jest ograniczona̧ dolnie

póÃlcia̧gÃla̧ multifunkcja̧, to istnieje rozwia̧zanie inkluzji (SI).

Dowód. Na mocy Twierdzenia 1.28 dolnie póÃlcia̧gÃla multifunkcja DF

o wypukÃlych wartościach posiada cia̧gÃla̧ selekcjȩ g. Z zaÃlożenia ograniczo-

ności pochodnej Hukuhary funkcja g jest ograniczona. Oznaczmy przez

f(t) =
∫ t
0 g(u)du. Wtedy f jest cia̧gÃlym selektorem multifunkcji F . Ponieważ

funkcja f jest cia̧gÃla i różniczkowalna prawie wszȩdzie oraz jej pochodna f ′ = g

jest funkcja̧ cia̧gÃla̧, wiȩc zgodnie z Definicja̧ 3.2 f jest funkcja̧ klasy AD.

Na mocy Twierdzenia 3.5, biora̧c z = W , wnioskujemy, że równanie

dxt = f(xt)dWt +
1

2
g(xt)d[x,W ]t = f(xt)dWt +

1

2
f ′(xt)d[x,W ]t

ma jednoznaczne mocne rozwia̧zanie minimalne x. Ponieważ f i g

sa̧ selektorami multifunkcji F i DF odpowiednio, wiȩc (f • x) ∈ SF•x

i (g • x) ∈ S(DF )•x. Proces x postaci

xt = ξ +
∫ t

0
f̃τdWτ +

1

2

∫ t

0
g̃τd[x,W ]τ p.n.,(8)

gdzie ξ ∈ F0, f̃ = (f •x) ∈ SF•x oraz g̃ = (g•x) ∈ S(DF )•x, można przedstawić

jako

xt − xs =
∫ t

s
f̃τdWτ +

1

2

∫ t

s
g̃τd[x,W ]τ ∈

∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ,

dla s, t ∈ I, s < t. Oznacza to, że proces x jest rozwia̧zaniem inkluzji (SI).

WÃlasność domkniȩtości zbioru rozwia̧zań bȩdzie udowodniona przy

dodatkowym zaÃlożeniu, które mówi o tym, że rozwia̧zania inkluzji (SI) maja̧

nastȩpuja̧ca̧ postać

xt =
∫ t

0
bsdWs + vt,(9)
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gdzie b sa̧ adaptowalnymi, L2-caÃlkowalnymi procesami oraz v sa̧ cia̧gÃlymi

FV-procesami. W dowodzie domkniȩtości zbioru rozwia̧zań korzysta siȩ

z Twierdzenia 2.14, które zostaÃlo pokazane tylko dla procesów takiej postaci.

Każde rozwia̧zanie równania Stratonowicza jest procesem postaci (9), ale nie

każde rozwia̧zanie inkluzji (SI) musi być procesem takiej postaci. Dlatego

też, aby udowodnić domkniȩtość zbioru rozwia̧zań wprowadzamy dodatkowe

zaÃlożenie, dziȩki któremu rozwia̧zania inkluzji (SI) sa̧ procesami postaci (9).

Definicja 3.7 ( [36] ) Niech W = (Wt)t∈I bȩdzie procesem Wienera.

Symbolem (FW
t )t∈I oznaczana bȩdzie filtracja naturalna generowana przez

proces Wienera, gdzie FW
t = σ{Ws : s ≤ t}. Filtracja naturalna jest

najmniejsza̧ filtracja̧, wzglȩdem której proces Wienera jest adaptowalny.

Filtracja naturalna nazywana jest zupeÃlna̧, jeżeli zawiera ona wszystkie

zbiory miary zero z F .

WÃlasność 3.8 ( Corollary 1, p.156, [36] ) Niech (FW
t )t∈I bȩdzie filtracja̧

naturalna̧ i zupeÃlna̧ generowana̧ przez proces Wienera. Wtedy każdy lokalny

martyngaÃl m wzglȩdem filtracji (FW
t )t∈I jest cia̧gÃly.

WÃlasność 3.9 ( Corollary 2, p.156, [36] ) Niech W = (Ws)s∈I bȩdzie

procesem Wienera oraz niech (FW
t )t∈I bȩdzie jego filtracja̧ naturalna̧ i zupeÃlna̧.

Wtedy każdy lokalny martyngaÃl wzglȩdem tej filtracji ma reprezentacjȩ

mt = m0 +
∫ t

0
bsdWs,

gdzie b jest procesem przewidywalnym i caÃlkowalnym wzglȩdem procesu

Wienera.

Rozpatrzmy inkluzjȩ (SI) na przestrzeni (Ω,F , (FW
t )t∈I , P ) z filtracja̧

naturalna̧ i zupeÃlna̧ wyznaczona̧ przez proces Wienera W = (Ws)s∈I . Wówczas

na mocy Definicji 1.8, WÃlasności 3.8 oraz WÃlasności 3.9 wnioskujemy,

34



że każdy cia̧gÃly semimartyngaÃl x określony na przestrzeni (Ω,F , (FW
t )t∈I , P )

ma reprezentacjȩ

xt = mt + ut =
∫ t

0
bsdWs + vt,

gdzie b jest (FW
t )t∈I-adaptowalnym, L2-caÃlkowalnym procesem oraz v = u+m0

jest pewnym cia̧gÃlym FV-procesem.

Uwaga 3.10 Twierdzenie 3.6, o niepustości zbioru rozwia̧zań inkluzji (SI)

udowodnione zostaÃlo dla bardziej ogólnego przypadku. Rozwia̧zania inkluzji

(SI) istnieja̧ na zupeÃlnej przestrzeni probabilistycznej (Ω,F , (Fs)s∈I , P )

z dowolna̧ filtracja̧, speÃlniaja̧ca̧ zaÃlożenia zawarte w Rozdziale 1.1.

Twierdzenie 3.11, o domkniȩtości zbioru rozwia̧zań, wymaga aby rozwia̧za-

nia inkluzji (SI) byÃly postaci (9), to znaczy byÃly określone na przestrzeni

(Ω,F , (FW
t )t∈I , P ) z filtracja̧ generowana̧ przez proces Wienera.

Twierdzenie 3.11 Niech multifunkcja F : R1 → CComp(R1) bȩdzie

różniczkowalna w sensie Hukuhary oraz jej pochodna DF bȩdzie dolnie

póÃlcia̧gÃla̧ multifunkcja̧. ZaÃlóżmy, że F (xs) i DF (xs) speÃlniaja̧ (A1)

oraz DF (xs) jest ograniczona. Wtedy zbiór rozwia̧zań I(ξ) inkluzji (SI)

na przestrzeni (Ω,F , (FW
t )t∈I , P ) jest zbiorem domkniȩtym w przestrzeni H2

rozpatrywanej z filtracja̧ (FW
t )t∈I .

Dowód. Niech {xk}k≥1 bȩdzie cia̧giem rozwia̧zań inkluzji (SI) zbieżnym

wH2 do pewnego semimartyngaÃlu x ∈ H2. W celu udowodnienia domkniȩtości

zbioru rozwia̧zań należy pokazać, że

1◦ graniczny proces x jest cia̧gÃlym semimartyngaÃlem,

2◦ proces x speÃlnia warunek xt − xs ∈ clL2(Ω)(
∫ t
s F (xτ ) ◦ dWτ ) oraz x0 = ξ

dla każdego t, s ∈ I, s < t.

Cia̧gÃlość semimartyngaÃlu x wynika z cia̧gÃlości semimartyngaÃlów xk oraz

WÃlasności 1.15 ponieważ mamy

|| sup
t∈I

|xt − xk
t | ||L2(Ω) = ||x− xk||S2 ≤ 2

√
2||x− xk||H2 → 0,(10)
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przy k → ∞. Zatem istnieje podcia̧g cia̧gu {xk}, oznaczany tym samym

symbolem, zbieżny do x prawie na pewno jednostajnie wzglȩdem t ∈ I.

Ponieważ xk jako rozwia̧zania inkluzji (SI) sa̧ na podstawie Definicji 3.1

cia̧gÃlymi semimartyngaÃlami, a zbieżność jest jednostajna wzglȩdem t ∈ I,

wiȩc graniczny proces x ma prawie wszystkie trajektorie cia̧gÃle.

W celu udowodnienia 2◦ należy pokazać, że

lim
k→∞

HL2(Ω)(
∫ t

s
F (xk

τ ) ◦ dWτ ,
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ) = 0.

Przyjmijmy nastȩpuja̧ce oznaczenia

B :=
∫ t

s
F (xk

τ )dWτ , C :=
∫ t

s
F (xτ )dWτ

oraz

B′ :=
1

2

∫ t

s
(DF )(xk

τ )d[x,W ]τ , C ′ :=
1

2

∫ t

s
(DF )(xτ )d[x,W ]τ .

Wtedy z WÃlasności 1.19 (ii) otrzymujemy

HL2(Ω)(B + B′, C + C ′) ≤ HL2(Ω)(B,C) + HL2(Ω)(B
′, C ′).

Niech H oznacza póÃlmetrykȩ Hausdorffa w przestrzeni L2(Ω).

Wówczas z definicji póÃlmetryki Hausdorffa mamy

HL2(Ω)(B,C) = sup
f∈S

F•xk

inf
f1∈SF•x

||
∫ t

s
fτdWτ −

∫ t

s
f 1

τ dWτ ||L2(Ω)

≤ sup
f∈S

F•xk

inf
f1∈SF•x

{||
∫ t

0
(fτ − f 1

τ )dWτ ||L2(Ω) + ||
∫ s

0
(fτ − f 1

τ )dWτ ||L2(Ω)}

≤ sup
f∈S

F•xk

inf
f1∈SF•x

{|| sup
t∈I

∫ t

0
(fτ − f 1

τ )dWτ ||L2(Ω) + || sup
s∈I

∫ s

0
(fτ − f 1

τ )dWτ ||L2(Ω)}.

Korzystaja̧c z (10) powyższa̧ nierówność można oszacować jako

≤ sup
f∈S

F•xk

inf
f1∈SF•x

{2
√

2||
∫

(fτ − f 1
τ )dWτ ||H2 + 2

√
2||

∫
(fτ − f 1

τ )dWτ ||H2}
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= 4
√

2 HH2(
∫

F (xk
τ )dWτ ,

∫
F (xτ )dWτ ) ≤ 4

√
2 HH2(B, C).

Podobne oszacowania uzyskujemy dla HL2(Ω)(C, B), HL2(Ω)(B
′, C ′)

oraz HL2(Ω)(C
′, B′). Z WÃlasności 3.8 wynika, że dla każdego k ≥ 1 pro-

cesy xk oraz x maja̧ reprezentacje xk =
∫

bk
τdWτ + vk oraz x =

∫
bτdWτ + v.

Ponieważ speÃlnione sa̧ zaÃlożenia Twierdzenia 2.14, wiȩc

lim
k−→∞

HH2(
∫

F (xk
τ ) ◦ dWτ ,

∫
F (xτ ) ◦ dWτ ) = 0.

Sta̧d

lim
k−→∞

HL2(Ω)(
∫ t

s
F (xk

τ ) ◦ dWτ ,
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ) = 0.

Dla każdego k ≥ 1 oraz dla każdego s < t mamy

distL2(Ω)(xt − xs,
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ )

≤ ||(xt − xk
t )− (xs − xk

s)||L2(Ω) + distL2(Ω)(x
k
t − xk

s ,
∫ t

s
F (xk

τ ) ◦ dWτ )

+HL2(Ω)(
∫ t

s
F (xk

τ ) ◦ dWτ ,
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ).

Przechodza̧c w powyższej nierówności do granicy, przy k →∞, otrzymujemy

distL2(Ω)(xt − xs,
∫ t

s
F (xτ ) ◦ dWτ ) = 0.

Oznacza to, że xt − xs ∈ clL2(Ω)(
∫ t
s F (xτ ) ◦ dWτ ) dla każdego s, t ∈ I,

co kończy dowód.
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ROZDZIAÃL IV

Inkluzje stochastyczne typu Stratonowicza wzglȩdem

semimartyngaÃlu

RozdziaÃl ten jest poświȩcony badaniu istnienia mocnych rozwia̧zań inkluzji

(SII). W tym celu zaprezentowane bȩda̧ wÃlasności górnie oddzielanych

i maksymalnie monotonicznych multifunkcji oraz zdefiniowane bȩda̧ dla nich

wielowartościowe caÃlki niezbȩdne do badania inkluzji (SII). Inkluzje te sa̧

rozważane dla klasy multifunkcji, które nie musza̧ być różniczkowalne w sensie

Hukuhary.

4.1. Multifunkcje górnie oddzielane i maksymalnie monotoniczne

Definicja 4.1 ( Definition 3.2, [30] ) Niech F bȩdzie multifunkcja̧ dziaÃlaja̧ca̧

z R1 do niepustych podzbiorów R1. UF (LF ) nazywane jest górnym (dolnym)

ograniczeniem multifunkcji F , jeśli

UF : R1 → R1, UF (t) = sup
b1∈F (t)

b1

LF : R1 → R1, LF (t) = inf
b2∈F (t)

b2.

Multifunkcja F nazywana jest górnie oddzielana̧, jeśli dla każdego t i ε > 0

istnieje hiperpÃlaszczyzna Ht,ε silnie oddzielaja̧ca punkt (t, LF (t)− ε) od zbioru

Epi(UF ) = {(t, b) ∈ R1 ×R1 : UF (t) ≤ b}.

Zaprezentowane poniżej wÃlasności bȩda̧ wykorzystane w dowodach twierdzeń

zawartych w tym rozdziale.

WÃlasność 4.2 ( Proposition 3.4, [30] ) Niech F : R1 → Conv(R1). Jeżeli F

jest górnie oddzielana, to posiada wypukÃly i dolnie póÃlcia̧gÃly selektor.

WÃlasność 4.3 ( Proposition 1.19, [35] ) Niech D oznacza niepusty, otwarty

i wypukÃly podzbiór Rn. Jeżeli funkcja f : D → R1 jest wypukÃla, to jest ona

cia̧gÃla w każdym punkcie zbioru D.
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WÃlasność 4.4 ( Proposition 1.6, [35] ) Niech D oznacza niepusty, otwarty

i wypukÃly podzbiór Rn. Jeżeli funkcja wypukÃla f : D → R1 jest cia̧gÃla

w punkcie t0 ∈ D, to speÃlnia ona lokalny warunek Lipschitza w tym punkcie.

WÃlasność 4.5 ( Theorem 1.16, [35] ) Niech D oznacza otwarty podprzedziaÃl

R1. Jeżeli funkcja f : D → R1 jest wypukÃla, to pochodna f ′(t) istnieje

dla co najwyżej przeliczalnie wielu punktów należa̧cych do przedziaÃlu D.

Twierdzenie 4.6 Górnie oddzielana multifunkcja F : R1 → CComp(R1)

posiada wypukÃly selektor, który speÃlnia lokalny warunek Lipschitza.

Dowód. Na mocy WÃlasności 4.2 górnie oddzielana multifunkcja F posiada

wypukÃly selektor f : R1 → R1. Ponadto korzystaja̧c z WÃlasności 4.3 selektor

f jest również funkcja̧ cia̧gÃla̧. Ponieważ funkcja f jest wypukÃla i cia̧gÃla,

wiȩc na podstawie WÃlasności 4.4 speÃlnia ona lokalny warunek Lipschitza.

Lemat 4.7 ( Lemma 2.2, [37] ) Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(a) f ∈ AD,

(b) f jest cia̧gÃla, a jej prawostronna pochodna f ′+(t) = limh↓0
f(t+h)−f(t)

h

istnieje we wszystkich punktach i jest funkcja̧ cádlág.

Twierdzenie 4.8 Jeżeli multifunkcja F : R1 → CComp(R1) jest górnie

oddzielana, to posiada selektor f ∈ AD.

Dowód. Na mocy Lematu 4.7 wystarczy pokazać, że f jest funkcja̧ cia̧gÃla̧, a jej

prawostronna pochodna jest funkcja̧ cádlág. Zauważmy, że górnie oddzielana

multifunkcja F posiada wypukÃly i cia̧gÃly selektor f . Z wypukÃlości selektora f ,

na podstawie WÃlasności 4.5, wnioskujemy że prawostronna pochodna f jest

funkcja̧ cádlág.
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Poniższy przykÃlad pokazuje, że wÃlasność górnego oddzielania istotnie różni

siȩ od klasycznych warunków rozważanych w teorii inkluzji różniczkowych

i stochastycznych inkluzji różniczkowych.

PrzykÃlad 4.9 Niech B bȩdzie takim podzbiorem przedziaÃlu [0, 1],

że µ(B) = 1
2

oraz dla każdego przedziaÃlu [a, b] ⊂ [0, 1] zachodzi

0 < µ(B ∩ [a, b]) < b − a. Wówczas miara zbioru B′ = [0, 1] \ B wynosi

1
2

oraz speÃlnione jest 0 < µ(B′ ∩ [a, b]) < b− a. Zauważmy, że zbiory B i B′ sa̧

gȩste w [0, 1]. Zdefiniujmy w nastȩpuja̧cy sposób multifunkcjȩ F : [0, 1] → 2R1

F (t) =

{
[1, e|t| + 3], t ∈ B
[2, e|t| + 5], t ∈ ([0, 1] \B)

Zauważmy, że multifunkcja F nie speÃlnia warunku Lipschitza, nie jest dolnie

póÃlcia̧gÃla, ani górnie póÃlcia̧gÃla w żadnym punkcie. Nie speÃlnia również żadnego

warunku monotoniczności. Określmy dla multifunkcji F

δ(t) := diamF (t) =

{
e|t| + 2, t ∈ B
e|t| + 3, t ∈ ([0, 1] \B)

Ponieważ funkcja t → δ(t) nie jest niemaleja̧ca na żadnym otwartym

podzbiorze [0, 1], wiȩc na mocy WÃlasności 4.1 z pracy [5] multifunkcja F nie

jest różniczkowalna w sensie Hukuhary w żadnym punkcie przedziaÃlu [0, 1].

Natomiast multifunkcja F jest górnie oddzielana.

Definicja 4.10 Multifunkcja A : R1 → 2R1
nazywana jest maksymalnie

monotoniczna̧, jeśli

∀s, t ∈ I ∀u ∈ A(s), v ∈ A(t) (u− v)(s− t) ≥ 0 oraz Range(Id + A) = R1,

gdzie Id oznacza operator identyczności. Symbolem Â(t) oznaczany bȩdzie

element o minimalnej normie ze zbioru A(t).
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4.2. Wielowartościowe caÃlki stochastyczne

Niech dany bȩdzie przedziaÃl I = [0, T ] oraz zupeÃlna przestrzeń

probabilistyczna (Ω,F , {Fs}s∈I , P ) z filtracja̧, speÃlniaja̧ca̧ zaÃlożenia zawarte

w Rozdziale 1.1.

Definicja 4.11 W caÃlym rozdziale czwartym stochastyczny proces x

nazywany jest semimartyngaÃlem jeśli można przedstawić go w postaci sumy

x = m+v, gdzie m jest lokalnym martyngaÃlem, natomiast v jest FV-procesem.

Definicja 4.12 Niech G : R1 → CComp(R1). Dla semimartyngaÃlu x

oraz FV -procesu ”a” symbolem SG•x oznaczany bȩdzie zbiór wszystkich

a-caÃlkowalnych selektorów ze zÃlożenia G • x

SG•x := {h : hs ∈ G(xs), s ∈ I, p.n.,

i
∫ t

0
|hs||das| < ∞ dla każdego t ∈ I p.n.}.

Jeśli zbiór selektorów SG•x jest niepusty, to wielowartościowa caÃlka ze zÃlożenia

multifunkcji G i semimartyngaÃlu x definiowana jest jako zbiór

∫ t

0
G(xs)das = {

∫ t

0
hsdas : h ∈ SG•x}.

Uwaga 4.13 Jeśli multifunkcja G jest górnie oddzielana, x jest cia̧gÃlym semi-

martyngaÃlem i ”a” jest cia̧gÃlym FV-procesem, to na mocy Twierdzenia 4.6

zbiór selektorów SG•x jest niepusty.

Niech x bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem oraz A : R1 → 2R1
niech bȩdzie

maksymalnie monotoniczna̧ multifunkcja̧.

Uwaga 4.14 Niech z bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Jeśli hs = Â(xs) jest

zÃlożeniem niemaleja̧cej funkcji Â(·), określonej w Definicji 4.10,
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z procesem cia̧gÃlym x na przedziale I, przy każdym ustalonym ω ∈ Ω, to hs jest

mierzalnym i ograniczonym procesem. Oznacza to, że zbiór

SA•x := {h : hs ∈ A(xs), s ∈ I, p.n.,

i
∫ t

0
|hs|d[z, z]s < ∞ dla każdego t ∈ I p.n.}

jest niepusty.

Uwaga 4.15 Jednowartościowa caÃlka Stratonowicza z semimartyngaÃlu h

wzglȩdem cia̧gÃlego semimartyngaÃlu z definiowana jako

∫ t

0
hs ◦ dzs =

∫ t

0
hs−dzs +

1

2
[h, z]ct ,

istnieje, gdzie [h, z]ct oznacza cia̧gÃla̧ czȩść procesu wahania kwadratowego [h, z].

Wielowartościowa̧ caÃlkȩ typu Stratonowicza definiujemy nastȩpuja̧co:

Definicja 4.16 Niech F : R1 → CComp(R1). Dla cia̧gÃlego semimartyngaÃlu x

symbolem SF•x oznaczany bȩdzie zbiór selektorów F •x caÃlkowalnych w sensie

Stratonowicza, to znaczy

SF•x = {h : hs ∈ F (xs), s ∈ I, p.n.,

i
∫ t

0
hs ◦ dzs < ∞ dla każdego t ∈ I p.n.}.

Jeśli zbiór SF•x jest niepusty, to wielowartościowa caÃlka definiowana jest jako

∫ t

0
F (xs) ◦ dzs = {

∫ t

0
hs ◦ dzs : h ∈ SF•x}.

Uwaga 4.17 Zauważmy, że na mocy Twierdzenia 4.6 górnie oddzielana

multifunkcja F posiada wypukÃly selektor f . Wówczas z wÃlasności funkcji

wypukÃlych, na podstawie Twierdzenia IV.47 [36], hs = f(xs) jest również

semimartyngaÃlem. Z Uwagi 4.15 zbiór SF•x jest niepusty, a zatem caÃlka
∫ t
0 F (xs) ◦ dzs jest poprawnie zdefiniowana.
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4.3. Twierdzenie o istnieniu mocnych rozwia̧zań inkluzji

Niech dane bȩda̧ górnie oddzielane multifunkcje F, G : R1 → CComp(R1)

i maksymalnie monotoniczna multifunkcja A : R1 → Conv(R1).

ZaÃlóżmy, że x i z sa̧ cia̧gÃlymi semimartyngaÃlami, ”a” jest cia̧gÃlym FV -procesem

oraz x0 = ξ ∈ F0. Niech [z, z] bȩdzie procesem wahania kwadratowego

cia̧gÃlego semimartyngaÃlu z. Dla zdefiniowanych w poprzednim paragrafie

wielowartościowych caÃlek określimy rozwia̧zanie inkluzji (SII).

Definicja 4.18 Czas zatrzymania T̃ nazywany jest czasem eksplozji

dla procesu x, jeśli x jest rozwia̧zaniem inkluzji na przedziale [0, T̃ ),

x
T̃

= +∞ P.1 na {T̃ ≤ T} oraz T̃ = limn→∞ T n, gdzie

T n := inf{t ∈ [0, T ] : |xt| > n}, dla n ≥ 1.

Jeśli P (T̃ > T ) = 1, to proces x jest nieeksploduja̧cym rozwia̧zaniem

inkluzji.

Definicja 4.19 Niech dana bȩdzie inkluzja stochastyczna typu Stratonowicza

(SII) dxt ∈ F (xt) ◦ dzt + G(xt)dat − A(xt)d[z, z]t, x0 = ξ.

Cia̧gÃly semimartyngaÃl x nazywany jest mocnym rozwia̧zaniem inkluzji

(SII), zwanym dalej rozwia̧zaniem, aż do czasu eksplozji T̃ ≤ T ,

jeśli istnieja̧ f ∈ SF•x, g ∈ SG•x, h ∈ SA•x takie, że

xt = ξ +
∫ t

0
fsdzs +

1

2
[f, z]t +

∫ t

0
gsdas −

∫ t

0
hsd[z, z]s

dla każdego t ∈ [0, T̃ ] prawie na pewno.

Górnie oddzielane multifunkcje nie musza̧ speÃlniać liniowego warunku

wzrostu. Zatem rozwia̧zania inkluzji (SII) moga̧ mieć eksplozje.

Przedstawione poniżej pojȩcia i lematy bȩda̧ wykorzystane w dowodzie

Twierdzenia 4.25, zasadniczego wyniku tego rozdziaÃlu.
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Definicja 4.20 Cia̧g procesów (xn)n≥1 jest zbieżny w sensie ucp

do procesu x, jeśli dla każdego t ∈ I cia̧g sup0≤s≤t |xn
s −xs| jest zbieżny wedÃlug

prawdopodobieństwa do zera.

Twierdzenie 4.21 ( Dominated Convergence Theorem, [36] ) Niech x bȩdzie

semimartyngaÃlem oraz niech cia̧g przewidywalnych procesów fn bȩdzie zbieżny

prawie na pewno do procesu f . Jeśli istnieje proces g caÃlkowalny wzglȩdem

semimartyngaÃlu x taki, że |fn| ≤ g dla każdego n, to procesy fn, f też sa̧

caÃlkowalne wzglȩdem semimartyngaÃlu x oraz caÃlki
∫

fn
s dxs sa̧ zbieżne w sensie

ucp do caÃlki
∫

fsdxs.

Definicja 4.22 ( [6] ) Niech f, g : R1 → R1 bȩda̧ dowolnymi funkcjami.

Mówimy, że f <∗ g, jeśli dla każdego x istnieje taka δ > 0, że jeśli

|p− q| < δ i |p− q′| < δ, to f(q) ≤ g(q′).

Lemat 4.23 ( Lemma 4.6, [37] ) Niech m bȩdzie cia̧gÃlym lokalnym

martyngaÃlem i niech ”a” bȩdzie cia̧gÃlym, FV -procesem. ZaÃlóżmy, że lokalnie

ograniczona funkcja f : R1 → R1 speÃlnia warunek

dla każdego zwartego podzbioru Λ ⊂ R1

sup
(p,q)∈Λ×Λ, p 6=q

|f(p)− f(q)|
|p− q| < ∞.

Niech lokalnie ograniczone funkcje h1 i h2 speÃlniaja̧ warunek h1 <∗ h2. Jeśli

procesy xi, i = 1, 2 sa̧ rozwia̧zaniami równania

xi
t = ξ +

∫ t

0
f(xi

s)dms +
∫ t

0
hi(xi

s)das,

to x1
t ≤ x2

t dla każdego t ∈ I prawie na pewno.

Lemat 4.24 ( Lemma 4.12, [37] ) Niech h : R1 → R1 bȩdzie dolnie póÃlcia̧gÃla̧

funkcja̧ ograniczona̧ przez staÃla̧ M .

Jeśli hn(p) = infq{h(q) + n|p− q|} − 1
2n , to
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1◦ ∀p, n |hn(p)| ≤ M + 1,

2◦ hn(p) ↗ h(p),

3◦ ∀p, q |hn(p)− hn(q)| ≤ n|p− q|,

4◦ hn <∗ hn+1,

5◦ Jeśli h jest cia̧gÃla w punkcie p oraz pn → p, to hn(pn) → h(p).

Twierdzenie 4.25 Niech z bȩdzie cia̧gÃlym semimartyngaÃlem, [z, z] niech

bȩdzie procesem wahania kwadratowego dla semimartyngaÃlu z oraz niech ”a”

bȩdzie cia̧gÃlym FV -procesem. Niech multifunkcje F, G : R1 → CComp(R1)

bȩda̧ górnie oddzielane oraz multifunkcja A : R1 → Conv(R1) jest maksy-

malnie monotoniczna. Wówczas istnieje rozwia̧zanie, aż do czasu eksplozji

inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza (SII).

Dowód. KROK 1: Na mocy Twierdzenia 4.6 istnieja̧ wypukÃle i cia̧gÃle

selektory f i g górnie oddzielanych multifunkcji F i G odpowiednio.

Ponadto z Twiedzenia 4.8 wiemy, że f ∈ AD. Ponieważ dla maksy-

malnie monotonicznej multifunkcji A i dla każdego p zbiór A(p) jest domkniȩty

i wypukÃly, wiȩc istnieje jednoznaczny element o minimalnej normie Â(p)

w zbiorze A(p). Sta̧d wersja cádlág niemaleja̧cej funkcji Â(·) (ponownie

oznaczanej przez Â) jest selektorem multifunkcji A. Chca̧c pokazać istnienie

rozwia̧zania wymagane jest, aby funkcje wystȩpuja̧ce w tym równaniu byÃly

ograniczone i speÃlniaÃly warunek Lipschitza. Niech

fk(u) :=





f(u), u ∈ [−k, k]
f(k), u > k
f(−k), u < −k

i

Âk(u) :=





Â(u), u ∈ [−k, k]

Â(k), u > k

Â(−k), u < −k

,
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dla k ≥ 1. W podobny sposób definiujemy funkcjȩ gk. Zauważmy,

że na mocy Twierdzenia 4.6 funkcje f i g sa̧ wypukÃle i speÃlniaja̧ lokalny

warunek Lipschitza. Ponieważ funkcje fk i gk sa̧ staÃle poza przedziaÃlem

[−k, k], wiȩc speÃlniaja̧ one globalny warunek Lipschitza. f ∈ AD, wiȩc jej

pochodna posiada wersjȩ cádlág. Oznaczmy przez f ′k nastȩpuja̧ca̧ funkcjȩ

f ′k(u) :=

{
f ′(u), u ∈ [−k, k)
0, u < −k lub u ≥ k

Ponieważ pochodna f ′k na przedziale [−k, k) pokrywa siȩ z prawostronna̧

pochodna̧ funkcji f , wiȩc f ′k też jest funkcja̧ cádlág. Ponadto wypukÃlość

funkcji f zapewnia, że jej prawostronna pochodna jest niemaleja̧ca̧ funkcja̧.

Oznacza to, że f ′k jest niemaleja̧ca̧ i prawostronnie cia̧gÃla̧ funkcja̧ na [−k, k).

Sta̧d i z faktu, że f ′k jest równa zero poza przedziaÃlem [−k, k) otrzymujemy,

że f ′k jest globalnie ograniczona̧ funkcja̧. Udowodnimy, że dla każdego

ustalonego k ≥ 1 istnieje jednoznaczne minimalne mocne rozwia̧zanie xk

równania

xt = ξ +
∫ t

0
fk(xs)dzs +

1

2

∫ t

0
f ′k(xs)f

k(xs)d[z, z]s

+
∫ t

0
gk(xs)das −

∫ t

0
Âk(xs)d[z, z]s,(11)

które jest również rozwia̧zaniem równania

xt = ξ +
∫ t

0
fk(xs)dzs +

1

2
[fk(x), z]t

+
∫ t

0
gk(xs)das −

∫ t

0
Âk(xs)d[z, z]s.

Ponieważ z = m + v jest kanonicznym rozkÃladem cia̧gÃlego semimartyngaÃlu

z na cia̧gÃly lokalny martyngaÃl m i cia̧gÃly FV -proces v oraz na mocy WÃlasności

1.12 (ii) i (iii)
∫ t
0 Âk(xs)d[z, z]s =

∫ t
0 Âk(xs)d[m,m]s, wiȩc równanie (11) można

zapisać w nastȩpuja̧cy sposób

xt = ξ +
∫ t

0
fk(xs)dms +

∫ t

0
fk(xs)dvs +

∫ t

0
gk(xs)das
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+
1

2

∫ t

0
f ′k(xs)f

k(xs)d[m,m]s +
∫ t

0
−Âk(xs)d[m,m]s.

Ponieważ drugi i trzeci skÃladnik powyższego równania maja̧ podobne wÃlasności,

to znaczy ±fk i ±gk sa̧ ograniczone i speÃlniaja̧ warunek Lipschitza oraz v

i ”a” sa̧ cia̧gÃlymi FV -procesami, to nasze rozważania możemy ograniczyć

do nastȩpuja̧cego równania

xt = ξ +
∫ t

0
fk(xs)dms +

1

2

∫ t

0
f ′k(xs)f

k(xs)d[m,m]s

+
∫ t

0
bk(xs)dus +

∫ t

0
−Âk(xs)d[m,m]s,(12)

gdzie u jest cia̧gÃlym FV-procesem, a bk sa̧ ograniczonymi funkcjami speÃlnia-

ja̧cymi warunek Lipschitza. Mimo, że funkcje f ′k ·fk i −Âk nie musza̧ speÃlniać

warunku Lipschitza, pokażemy korzystaja̧c z Lematu 4.24 istnienie jedno-

znacznego rozwia̧zania równania (12). Ponieważ f ′k · fk nie jest dolnie

póÃlcia̧gÃla, definiujemy nastȩpuja̧ca̧ wersjȩ pochodnej f ′k

f̃ ′k(p) =

{
f ′k(p−) ∧ f ′k(p), jeśli fk(p) ≥ 0
f ′k(p−) ∨ f ′k(p), jeśli fk(p) < 0.

Oznaczmy przez ρk(p) = 1
2
fk(p)f̃ ′k(p). Funkcja ρk jest dolnie póÃlcia̧gÃla

i ponadto lim infq→p ρk(q) = ρk(p). Zauważmy, że niemaleja̧ca funkcja cádlág

−Âk jest dolnie póÃlcia̧gÃla. Ponadto

lim inf
q→p

(−Âk(q)) = lim
q↓p

(−Âk(q)) = (−Âk(p)).

KROK 2: Pokażemy, że równanie

xt = ξ +
∫ t

0
fk(xs)dms +

1

2

∫ t

0
f̃ ′k(xs)f

k(xs)d[m,m]s

+
∫ t

0
bk(xs)dus +

∫ t

0
−Âk(xs)d[m,m]s(13)

posiada jednoznaczne minimalne rozwia̧zanie. W tym celu zastosujemy

metodȩ wykorzystana̧ przez J. San Martina w pracy [37]. Bez straty ogólności

możemy zaÃlożyć, że proces [m,m] jest jednostajnie ograniczony przez pewna̧

47



staÃla̧ C. Od tego warunku można uwolnić siȩ poprzez zastosowanie metody

lokalizacji. Rozważmy nastȩpuja̧ce funkcje

rρk(p) = infq{ρk(q) + r|p− q|} − 2−r

rbk(p) = infq{bk(q) + r|p− q|} − 2−r

rAk(p) = infq{(−Âk(q)) + r|p− q|} − 2−r.

Ponieważ funkcje fk, bk, i −Âk sa̧ globalnie ograniczone, wiȩc istnieje staÃla

również oznaczana przez C, która jest ich wspólnym ograniczeniem. Wówczas

ρk ≤ 1
2
C2. Z dolnej póÃlcia̧gÃlości tych funkcji oraz na mocy Lematu 4.24

otrzymujemy

1◦ ∀p ∈ R |rρk(p)| ≤ C1, |rbk(p)| ≤ C1 i |rAk(p)| ≤ C1, gdzie

C1 = (1
2
C2 ∨ C) + 1.

2◦ rρk(·) ↗ ρk(·), rbk(·) ↗ bk(·), rAk(·) ↗ (−Âk(·)), przy r →∞.

3◦ rρk, rbk i rAk speÃlniaja̧ warunek Lipschitza ze staÃla̧ r.

4◦ rρk <∗ r+1ρk, rbk <∗ r+1bk, rAk <∗ r+1Ak.

5◦ Jeśli ρk i −Âk sa̧ cia̧gÃle w pewnym punkcie p i pr → p, to rρk(pr) → ρk(p)

oraz rAk(pr) → (−Âk(p)), przy r →∞ i każdym k = 1, 2, ....

Dla każdego r = 1, 2, ... rozważmy równanie

yt = ξ +
∫ t

0
fk(ys)dms +

∫ t

0
{rbk(ys)}dus

+
∫ t

0
{rρk(ys)}d[m,m]s +

∫ t

0
{rAk(ys)}d[m,m]s.(14)

Ponieważ wszystkie wspóÃlczynniki równania (14) speÃlniaja̧ warunek

Lipschitza, wiȩc równanie to ma jednoznaczne rozwia̧zanie ryk
t .

Korzystaja̧c z Lematu 4.23 otrzymujemy, że cia̧g rozwia̧zań równań (14) jest

rosna̧cy wzglȩdem r dla każdego ustalonego k i t ∈ [0, T ] prawie na pewno.
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Niech xk
t = limr→∞{ryk

t } ≤ ∞. Zauważmy, że xk
t < ∞. Rzeczywíscie,

weźmy proces rzk
t = ryk

t − ξ, który dla każdego ustalonego t ∈ [0, T ] jest

rosna̧cy wzglȩdem r. Wówczas korzystaja̧c z nierówności Doob’a oraz szacuja̧c

poszczególne skÃladniki równania (14) otrzymujemy

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
fk(ryk

s )dms|2) ≤ 4E(
∫ T

0
|fk(ryk

s )|2d[m,m]s) ≤ 4C3

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
{rρk(ryk

s )}d[m,m]s|2) ≤ (C1)
2C2,

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
{rAk(ryk

s )}d[m,m]s|2) ≤ (C1)
2C2

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
{rbk(ryk

s )}das|2) ≤ (C1)
2|uT − u0|2 ≤ (C1)

2C2.

Ponadto,

E(sup
t∈I

|rzk
t |2) = E( sup

t∈[0,T ]
|
∫ t

0
fk(ryk

s )dms +
∫ t

0
{rbk(ryk

s )}dus

+
∫ t

0
{rρk(ryk

s )}d[m, m]s +
∫ t

0
{rAk(ryk

s )}d[m,m]s|2) ≤ C2

gdzie C2 = 4(4C3 +3(C1)
2C2) nie zależy od r. Korzystaja̧c z Twierdzenia 4.21

mamy

lim
r→∞E(sup

t∈I
|rzk

t |2) = E(sup
t∈I

[(xk
t − ξ) ∨ 0]2) ≤ C2 < ∞.

Sta̧d xk
t jest skończone prawie na pewno dla wszystkich t ∈ [0, T ].

Chca̧c pokazać, że xk
t jest rozwia̧zaniem równania (13) musimy udowodnić,

że dla każdego ustalonego k

(a)
∫ t
0 fk(ryk

s )dms →
∫ t
0 fk(xk

s)dms

(b)
∫ t
0{rbk(ryk

s )}dus →
∫ t
0 bk(xk

s)dus

(c)
∫ t
0{rρk(ryk

s )}d[m,m]s →
∫ t
0 ρk(xk

s)d[m,m]s

(d)
∫ t
0{rAk(ryk

s )}d[m,m]s →
∫ t
0{−Âk(xk

s)}d[m,m]s,
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gdzie zbieżność jest w sensie ucp, przy r → ∞. Ponieważ fk jest

jednostajnie cia̧gÃla̧ funkcja̧ oraz dla każdego ustalonego t ∈ [0, T ]

ryk
t → xk

t , wiȩc na mocy wÃlasności 5◦ z Lematu 4.24 otrzymujemy,

że fk(ryk
s ) → fk(xk

s), przy r → ∞. Ponownie korzystaja̧c z nierówności

Doob’a mamy

E(sup
t∈I

|
∫ t

0
fk(ryk

s )dms −
∫ t

0
fk(xk

s)dms|2)

≤ 4E
∫ T

0
|fk(ryk

s )− fk(xk
s)|2d[m,m]s →r→∞ 0.

Sta̧d dla pewnego podcia̧gu cia̧gu (ryk
s )r≥1, ponownie oznaczanego

przez (ryk
s )r≥1, otrzymujemy

sup
t∈I

|
∫ t

0
fk(ryk

s )dms −
∫ t

0
fk(xk

s)dms| →r→∞ 0 p.n.

W podobny sposób pokazujemy

sup
t∈I

|
∫ t

0
[rbk(ryk

s )− bk(xk
s)]dus| →r→∞ 0.

PozostaÃlo nam jeszcze udowodnić zbieżności (c) i (d). Musimy wiȩc pokazać,

że

rρk(ryk
s ) →r→∞ ρk(xk

s)

rAk(ryk
s ) →r→∞ (−Âk(xk

s))(15)

praiwe wszȩdzie wzglȩdem losowej miary ν skojarzonej z procesem [m,m]

przy każdym ustalonym k. Powyższa zbieżność jest oczywista tylko

w punktach cia̧gÃlości odpowiednio funkcji ρk i −Âk. Oznaczmy przez

ryk
t = ξ +

∫ t

0
fk(ryk

s )dms +
∫ t

0
{rbk(ryk

s )}dus

+
∫ t

0
{rρk(ryk

s ) +r Ak(ryk
s )}d[m,m]s = ξ + Sr

1 + Sr
2 + Sr

3
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Ponieważ cia̧gi ryk, Sr
1 i Sr

2 sa̧ zbieżne, wiȩc cia̧g Sr
3 też musi być zbieżny.

Oznaczmy przez lt granicȩ cia̧gu Sr
3 . Dla t < t′ otrzymujemy

|lt − lt′ | ≤ lim
r→∞(

∫ t′

t
( | rρk(ryk

s ) |+ | rAk(ryk
s ) | )d[m,m]s )

≤ 2C1| [m,m]t − [m,m]t′ |.

Zatem lt jest procesem cia̧gÃlym i ma trajektorie o wahaniu ograniczonym.

Pokazalísmy, że

xk
t = ξ +

∫ t

0
fk(xk

s)dms +
∫ t

0
bk(xk

s)dus + lt(16)

Sta̧d xk
t jest cia̧gÃlym semimartyngaÃlem. Korzystaja̧c z cia̧gÃlości ryk

t i xk
t

oraz z faktu, że ryk
t jest rosna̧cy wzglȩdem r oraz zbieżny do xk

t dla każdego

ustalonego t, otrzymujemy na mocy Twierdzenia Dini’ego, że dla każdego ω,

ryk
t →r→∞ xk

t jednostajnie na zbiorach zwartych. Oznaczmy przez D1 zbiór

punktów, w których funkcja ρk jest niecia̧gÃla. Niech µ = ν(s) oznacza miarȩ

na [0, T ] generowana̧ przez ν. Zauważmy, że µ(D1) = 0 ponieważ D1 pokrywa

siȩ ze zbiorem punktów niecia̧gÃlości funkcji cádlág f ′k. Niech D2 oznacza zbiór

punktów niecia̧gÃlości funkcji Âk. Z monotoniczności funkcji Âk na [−k, k]

oraz z faktu, że poza tym przedziaÃlem funkcja ta jest staÃla wnioskujemy,

że µ(D2) = 0. Niech D = D1 ∪ D2. Dla α > 0 zdefiniujmy nastȩpuja̧ce

zbiory

Dα = {p : ( ρk(p) lub Âk(p) jest niecia̧gÃle ) oraz |fk(p)| ≥ α > 0}.

Zauważmy, że D =
⋃

α>0 Dα jest zbiorem punktów niecia̧gÃlości funkcji ρk

lub Âk, dla których fk 6= 0. Ponieważ Dα ⊂ D, to µ(Dα) = 0. W celu

udowodnienia warunku (15) pokażemy, że P{ω : µ{s : xk
s ∈ D} = 0} = 1.

Niech

I = E(
∫ t

0
1Dα(xk

s)d[m, m]s )

≤ E(
∫ t

0
1Dα(xk

s)α
−2(fk(xk

s))
2d[m,m]s ).
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Z wÃlasności procesu wahania kwadratowego, na mocy Twierdzenia 1.14

otrzymujemy

[xk,m]s = [ξ +
∫

fk(xk
q)dmq +

∫
bk(xk

q)duq + l, m]s

= [
∫

fk(xk
q)dmq,m]s =

∫ s

0
fk(xk

q)d[m,m]q.

Sta̧d d[xk,m]s = fk(xk
s)d[m,m]s. Wtedy

I ≤ α−2E(sup
t∈I

∫ t

0
1Dα(xk

s)f
k(xk

s)d[xk,m]s),

gdzie 1A oznacza funkcjȩ charakterystyczna̧ zbioru A.

Korzystaja̧c z nierówności Kunity-Watanabe ( Twierdzenie 1.13 ) mamy

I ≤ α−2E((
∫ T

0
d[m,m]s)

1
2 (

∫ T

0
1Dα(xk

s)(f
k(xk

s)
2d[xk, xk]s)

1
2 )

≤ C
1
2 α−2E(

∫ T

0
1Dα(xk

s)(f
k(xk

s))
2d[xk, xk]s)

1
2 .

Stosuja̧c Twiedzenie 1.17 (iii) dostajemy

I ≤ C
1
2 α−2E(

∫

R

∫ T

0
1Dα(q)(fk(q)2L(q, ds)dq)

1
2 ,

gdzie L(q, s) = Lq
s(x

k) jest lokalnym czasem procesu xk określonym w Definicji

1.16. Wówczas z globalnej ograniczoności funkcji fk otrzymujemy

I ≤ C
3
2 α−2E(

∫

R

∫ T

0
1Dα(q)L(q, ds)dq)

1
2 ≤ C

3
2 α−2E(

∫

R

∫ T

0
1D(q)L(q, ds)dq)

1
2 .

Ponieważ µ(D) = 0, wiȩc

∫

R

∫ T

0
1D(q)L(q, ds)dq = 0 p.n.

Zatem I = 0 prawie wszȩdzie. W szczególności

P{ω : µ{s : xk
s ∈ Dα} = 0} = 1. Sta̧d P{ω : µ{s : xk

s ∈ D} = 0} = 1.

Oznaczmy przez Dc dopeÃlnienie zbioru D. Z cia̧gÃlości funkcji ρk i −Âk na Dc

wynika, że istnieje taki zbiór B ∈ F , P (B) = 1, że dla każdego ω ∈ B

rρk(ryk
s ) →r→∞ ρk(xk

s) dµ(s) p.w.
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i

rAk(ryk
s ) →r→∞ (−Âk(xk

s)) dµ(s) p.w.

Wówczas z Twierdzenia 4.21 otrzymujemy zbieżność caÃlek

∫ t

0
{rρk(rys)}d[m,m]s →

∫ t

0
ρk(xk

s)d[m,m]s

∫ t

0
{rAk(rys)}d[m,m]s →

∫ t

0
{−Âk(xk

s)}d[m,m]s.

Pokazalísmy wiȩc, że xk jest rozwia̧zaniem równania (13).

KROK 3: Pokażemy, że xk jest jednoznacznym minimalnym rozwia̧zaniem

równania (12). Zauważmy, że

Jt = |
∫ t

0
fk(xk

s)f̃
′k(xk

s)− fk(xk
s)f

′k(xk
s)d[m,m]s| = 0 p.n.

Rzeczywíscie, w podobny sposób jak w kroku 2 otrzymujemy

Jt = |
∫ t

0
f̃ ′k(xk

s)− f ′k(xk
s)d[xk,m]s|

≤ (
∫ t

0
d[m, m]s)

1
2 (

∫ t

0
(f̃ ′k(xk

s)− f ′k(xk
s))

2d[xk, xk]s)
1
2 .

Korzystaja̧c ponownie z Twiedzenia 1.17 (iii) uzyskujemy

Jt ≤ ([m,m]t)
1
2 (

∫

R

∫ t

0
1D(q)|f̃ ′k(q)− f ′k(q)|2L(q, ds)dq)

1
2

≤ 2C([m,m]t)
1
2 (

∫

R

∫ t

0
1D(q)L(q, ds)dq)

1
2 = 0 p.n.

Sta̧d xk jest rozwia̧zaniem równania (12), które jest tylko inna̧

forma̧ zapisu równania (11). Pokażemy teraz, że xk jest jednoznacznym mini-

malnym rozwia̧zaniem równania (12). Niech yk bȩdzie dowolnym różnym od xk

rozwia̧zaniem równania (12). Wtedy yk jest również rozwia̧zaniem równania

(13). Ponieważ dla każdego t ∈ [0, T ], na mocy Lematu 4.24, ryk
t ≤ yk

t

wnioskujemy, że xk
t = limr→∞{ryk} ≤ yk

t dla każdego t ∈ [0, T ]. Sta̧d xk

jest jednoznacznym rozwia̧zaniem minimalnym równania (12).
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KROK 4: Pokażemy, że x = limk→∞ xk jest rozwia̧zaniem równania

xt = ξ +
∫ t

0
f(xs)dzs +

∫ t

0
g(xs)das

+
1

2
[f(x), z]t +

∫ t

0
−Â(xs)d[m,m]s,(17)

Zdefiniujmy czasy zatrzymania Sk := inf{t ∈ [0, T ] : |xk
t | > k}.

Wtedy rozwia̧zania xk i xk+1 speÃlniaja̧ równania

xk
t∧Sk = ξ +

∫ t∧Sk

0
fk(xk

s)dzs +
1

2

∫ t∧Sk

0
fk(xk

s)f
′k(xk

s)d[m,m]s

+
∫ t∧Sk

0
gk(xk

s)das −
∫ t∧Sk

0
Âk(xk

s)d[m,m]s

oraz

xk+1
t∧Sk+1 = ξ +

∫ t∧Sk+1

0
fk+1(xk+1

s )dzs

+
1

2

∫ t∧Sk+1

0
fk+1(xk+1

s )f ′k+1(xk+1
s )d[m,m]s +

∫ t∧Sk+1

0
gk+1(xk+1

s )das

−
∫ t∧Sk+1

0
Âk+1(xk+1

s )d[m,m]s.

Zauważmy, że f(u) = fk(u) = fk+1(u) dla |u| ≤ k i k = 1, 2, .... Podobna̧

wÃlasność mamy także dla funkcji g, gk, gk+1, Â, Âk, Âk+1, oraz iloczynów

f ′f, f ′kfk, f ′k+1fk+1. Z faktu, że |xk
t∧Sk | ≤ k wynika równość

xk
t∧Sk = ξ +

∫ t∧Sk

0
f(xk

s)dzs +
1

2

∫ t∧Sk

0
f(xk

s)f
′(xk

s)d[m,m]s

+
∫ t∧Sk

0
g(xk

s)das −
∫ t∧Sk

0
Â(xk

s)d[m, m]s

= ξ +
∫ t∧Sk

0
fk+1(xk

s)dzs +
1

2

∫ t∧Sk

0
fk+1(xk

s)f
′k+1(xk

s)d[m,m]s

+
∫ t∧Sk

0
gk+1(xk

s)das −
∫ t∧Sk

0
Âk+1(xk

s)d[m,m]s.

Z jednoznaczności minimalnego mocnego rozwia̧zania otrzymujemy

xk = xk+1 on [0, Sk]. Ponadto Sk < Sk+1 na {Sk < T}. Ponieważ

cia̧g czasów zatrzymania jest rosna̧cy, można zdefiniować przewidywalny czas
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zatrzymania S := limk→∞ Sk i taki proces x na przedziale [0, S], że x = xk

na [0, Sk]. Proces x speÃlnia równanie (11) na [0, Sk] dla k = 1, 2, ..., sta̧d

x speÃlnia również równanie (16) na [0, S). Czas zatrzymania S jest czasem

eksplozji rozwia̧zania. Ponieważ f, g i Â sa̧ selektorami odpowiednich multi-

funkcji F, G i A, wnioskujemy, że f • x, g • x oraz Â • x sa̧ selektorami

z Definicji 4.19. Oznacza to, że x jest rozwia̧zaniem inkluzji (SII).

Uwaga 4.26 Przy zaÃlożeniach Twierdzenia 4.25 może również zdarzyć siȩ,

że P (S > T ) = 1. Wtedy proces x jest rozwia̧zaniem na caÃlym przedziale

[0, T ].
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Lista najczȩściej używanych symboli

Â(·) element o minimalnej normie ze zbioru A(·) 40
AD przestrzeń funkcji absolutnie cia̧gÃlych, których

pochodne posiadaja̧ wersjȩ cádlág 32
B ÷ C różnica Hukuhary zbiorów B i C 13
Cl(R1) rodzina wszystkich niepustych i domkniȩtych

podzbiorów R1 10
CComp(R1) rodzina wszystkich niepustych, domkniȩtych

i zwartych podzbiorów R1 10
Conv(R1) rodzina wszystkich niepustych, domkniȩtych

i wypukÃlych podzbiorów R1 10
D przestrzeń funkcji prawostronnie cia̧gÃlych

ze skończonymi lewostronnymi granicami 32
DF (·) pochodna Hukuhary z multifunkcji F 13
dist(b, C) odlegÃlość punktu b ∈ B od zbioru C 11
FV -proces adaptowalny proces cádlág z trajektoriami

o wahaniu ograniczonym 6
H(B, C) odlegÃlość Hausdorffa zbiorów B i C 10
H(B, C) póÃlmetryka Hausdorffa 11
H2 przestrzeń Banacha semimartyngaÃlów

z ||x||H2 9
L2 przestrzeń procesów stochastycznych

caÃlkowalnych z kwadratem 5
Lp

T (x) lokalny czas procesu x 9
P σ-algebra przewidywalna 5
(Ω,F , (Fs)s∈I , P ) zupeÃlna przestrzeń probabilistyczna

z filtracja̧ (Fs)s∈I 5
(Ω,F , (FW

s )s∈I , P ) zupeÃlna przestrzeń probabilistyczna z naturalna̧
filtracja̧ (FW

s )s∈I generowana̧ przez proces Wienera 34
Sp przestrzeń Banacha adaptowalnych procesów

cádlág z ||x||Sp 6
W = (Ws)s∈I proces Wienera 6
[·, ·] proces wahania kwadratowego 8
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contingent, Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. 9, 865-867.

[41] Wong E., Zakai M., (1965), On the convergence of ordinary integrals to
stochastic integrals, Ann. Math. Stat. 36, 1560-1564.

[42] Zaremba E., (1936), Sur les équations au paratingent, Bull. Sc. Math., 60,
139-160.

59


