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Wstep

W XX wieku rozwinely si¢ dwie teorie zainspirowane teoria réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.  Teoria inkluzji rézniczkowych oraz stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych. Rozwdj tych kierunkéw zwiazany byl z ich
zastosowaniami oraz konieczno$cia tworzenia modeli matematycznych, lepiej
opisujacych praktyczne problemy.

Rozwdj teorii inkluzji rézniczkowych zapoczatkowali H. Marchaud w pracy
25] z 1934 oraz S.C. Zaremba w pracy [42] z 1936 roku. Zajmowali si¢ oni
istnieniem rozwiazan oraz badaniem wtasnosci zbioru rozwiazan tak zwanych
rownan kontyngensowych i parakontyngensowych. W 1961 roku T. Wazewski
w pracy [40] udowodnil, ze znalezienie rozwigzania réwnania kontyngenso-
wego jest rownowazne znalezieniu absolutnie ciagtej funkeji z(-), spetiajace;
prawie wszedzie inkluzje rézniczkows 2'(t) € F(t,x(t)). Badaniem inkluzji
rézniczkowych oraz ich wlasnosci zajmowali si¢ migdzy innymi J.P. Aubin [2],
J.P. Aubin i A. Cellina [3], A.F. Filippov [9], M. Kisielewicz [19], C. Olech
[33]. Inkluzje rézniczkowe znalazly zastosowania w teorii sterowania, teorii
"viability”, teorii rynkéw finansowych, czy w zagadnieniach techniki,
w ktérych nie mozna jednoznacznie opisa¢ wystepujacych w nich wielkosci.
Sa one rowniez wykorzystywane jako narzedzie do badania réwnan rézniczko-
wych z nieciagla prawa strona.

Badania nad teoria stochastycznych réwnan rézniczkowych rozpoczat
w polowie XX wieku K. It6 [16, 17]. Réwnaniami stochastycznymi o réznym
stopniu ogélnosci zajmowali si¢ miedzy innymi G. Da Prato i J. Zabezyk [7],
L.I. Gihman [10], I.I. Gihman i A.V. Skorohod [11], Tkeda N. i S. Watanabe [15],
B. (ksendal [32], P. Protter [36]. Stochastyczne réwnania rézniczkowe
znajduja zastosowania w teorii stabilnosci, stochastycznego sterowania, teorii
gier, a takze w ekonomii matematyczne;j.

Stochastyczne inkluzje roézniczkowe stanowia potaczenie tych dwoch



niezaleznie rozwijajacych sie kierunkéw. W latach dziewiecdziesiatych pro-
blemy istnienia i wlasnosci rozwiazan stochastycznych inkluzji rézniczkowych,
gléwnie inkluzji It6, byly przedmiotem badan migdzy innymi N.U. Ahmeda [1],
J.P. Aubina i G. Da Prato [4], M. Kisielewicza [20, 21|, M. Kisielewicza,
M. Michty i J. Motyla [22], M. Michty [27], J. Motyla [28].

Najczesciej badanym typem stochastycznego rownania rézniczkowego
jest réwnanie Ito: dry = f(x)dt + g(z;)dW,. W 1965 roku E. Wong
i M. Zakai wprowadzili w pracy [41] metode¢ aproksymacji umozliwiajaca
rozwiazanie réwnania [to. Okazalo sie, ze rozwiazania réwnan aproksy-
mujacych rownanie It0 nie zbiegaja do rozwiazania tego rdéwnania, ale
do rozwiazania réwnania Stratonowicza. Rdéwnaniami Stratonowicza, przy
roznych zatozeniach i w réznym stopniu ogélnosci, zajmowali sie¢ miedzy innymi
P. Protter, E. Pardoux i T.G. Kutrz [23], J.S. San Martin [37], L. Stomiriski
38], K. Twardowska [39], E. Wong i M. Zakai [41]. Réwnanie It6, ze wzgledu na
martyngatowy charakter rozwiazan, znajduje zastosowania przede wszystkim
w ekonomii i matematyce finansowej. Natomiast réwnanie typu Stratonowicza
lepiej opisuje zagadnienia techniczne, co jest zwiazane z formula caltkowania
przez czesci, taka jak dla calki Lebesgue’a. Relacje pomiedzy catkami oraz
rownaniami It6 1 Stratonowicza mozemy znalez¢é w pracach A.L. Dawidowicza
i K. Twardowskiej [8], A. Nowak i K. Twardowskiej [31].

Zwiazki pomiedzy rownaniami [t6 oraz Stratonowicza, a takze fakt, iz do
tej pory rozwazano glownie inkluzje typu Ito staly sie motywacja do bada-
nia inkluzji typu Stratonowicza. Wedlug mojej wiedzy zagadnienie to stanowi
nowy przedmiot badan. Jedynymi znanymi mi wynikami dotyczacymi inkluzji
typu Stratonowicza sa prace M. Michty i J. Motyla [29, 30] z 2007 roku.
W pracy [29] autorzy badali istnienie stabych rozwigzan inkluzji Strato-
nowicza z multifunkcja rézniczkowalna w sensie Hukuhary. Natomiast w pracy
[30] pokazali istnienie mocnych rozwigzan inkluzji tego typu dla multifunkcji

gérnie oddzielane;j.



Przedmiotem badan zawartych w rozprawie sa zagadnienia dotyczace
istnienia oraz wlasnosci zbioru mocnych rozwiazan inkluzji stochastycznych
typu Stratonowicza. Badane sa dwa typy inkluzji. Pierwsza z nich
zawiera wielowartosciowa catke typu Stratonowicza wzgledem procesu Wienera

W z multifunkcji F' rézniczkowalnej w sensie Hukuhary
(S[) dl’t S F(l‘t) o th

Druga inkluzja badana w rozprawie zawiera wielowartosciowe calki stocha-
styczne wzgledem ciagltego semimartyngatu z multifunkcji gérnie oddzielanych

oraz catke z multifunkcji maksymalnie monotonicznej
(SII) dx; € F(xy) odze + G(x)day — A(zy)d]z, 2];.

Klasa multifunkcji gérnie oddzielanych ma niepusty przekrdj z klasa
multifunkcji rézniczkowalnych w sensie Hukuhary, ale zadna z tych klas nie
jest podzbiorem drugiej. Osznacza to, ze nawet jesli z = W, G = 0,
A =0, to inkluzja (SII) nie jest uogdlnieniem inkluzji (SI).

Badanie takich inkluzji wymagalo w pierwszej kolejnodci wiasciwego
okreslenia oraz zbadania wlasnosci wielowartosciowej calki  typu
Stratonowicza.

Praca zostata podzielona na cztery rozdzialy. W rozdziale pierwszym
przedstawione zostaly pojecia i twierdzenia wykorzystywane w rozprawie.

W rozdziale drugim zdefiniowana zostata wielowartosciowa catka typu
Stratonowicza wzgledem procesu Wienera postaci [ F(xs) o dW; dla klasy
multifunkcji rézniczkowalnych w sensie Hukuhary. Przedstawione zostaly
rowniez warunki zapewniajace istnienie tej catki, a takze wtasnosci tej calki
niezbedne do badania wlasnosci inkluzji typu Stratonowicza wzgledem tej
catki. Wyniki prezentowane w tym rozdziale stanowia tres¢ wspolautorskiej
pracy [12] opublikowanej w 2006 roku. Ostatnie twierdzenie tego rozdziatu,

Twierdzenie 2.14 nie bylo dotad publikowane.



W rozdziale trzecim badana jest inkluzja (ST) wzgledem wielowartosciowej
catki zdefiniowanej w rozdziale drugim. Udowodnione zostaly twierdzenia
o istnieniu oraz o domknigtosci zbioru mocnych rozwiazan tej inkluzji. Wyniki
zawarte w tym rozdziale nie byly dotad publikowane.

Rozdzial czwarty poswiecony jest badaniu inkluzji typu Stratonowicza
(SII). Rozdzial ten stanowi prébe polaczenia zagadnien rozwazanych
w pracach [30, 34, 37]. J. San Martin w pracy [37] uogdlnil klasyczne
wyniki dotyczace jednowymiarowych réwnan typu Stratonowicza i udowodnit
istnienie rozwiazan réwnania ze wspolczynnikami nalezacymi do klasy funkcji
UAD, to znaczy funkcji absolutnie ciaglych, ktérych pochodna posiada wersje
cadlag. W pracy [30] M. Michta i J. Motyl wprowadzili pojecie multifunkcji

gornie oddzielanych oraz udowodnili istnienie mocnych rozwiazan inkluzji:
dxy € F(x) odzy + G(xy)day.
Natomiat w pracy [34] R. Pettersson udowodnil istnienie rozwiazan inkluz;ji:
dxy € b(t,x)dt + o(t, x¢)dBy — A(xy)dt,

w ktorej b i 0 sa odwzorowaniami jednowartosciowymi, spelniajacymi warunek
Lipschitza, a wielowartosciowy operator A jest maksymalnie monotoniczny.
W rozdziale tym zdefiniowane zostaly wielowartosciowe calki niezbedne do
poprawnego okreslenia rozwiazania inkluzji (S17), a takze zbadane zostalo
istnienie mocnych rozwiazan tej inkluzji. Prezentowane wyniki stanowia
tre$¢ wspétautorskiej pracy [13] przyjetej do druku w Dynamic Systems and
Applications 2009. W rozdziale drugim, oprécz istnienia badano réwniez
pewne wlasnosci zbioru rozwiazan inkluzji (ST). W przypadku inkluzji (S17)
wlasnosci te stanowia jeszcze otwarte problemy i sa przedmiotem moich

obecnych badan.



ROZDZIAL I

Preliminaria

1.1. Elementy rachunku prawdopodobienstwa i procesow

stochastycznych

Niech dany bedzie skoniczony przedzial czasowy I = [0,7] i zupeha
przestrzen probabilistyczna z filtracja (Q,F, (Fs)ser, P).  Filtracja (Fy)ser
jest niemalejaca rodzina o-podalgebr z F, to znaczy F, C Fs dla u < s.
Zaklada sig, ze filtracja jest prawostronnie ciagla, co oznacza ze Fs = ,>s Fu
dla kazdego s € I, oraz ze o -algebra F{ zawiera wszystkie zbiory z F o mierze
prawdopodobienstwa zero. Symbolem P oznaczana jest o-algebra generowana
przez klase wszystkich podzbioréw I x Q postaci {0} x Fy oraz (u, s] x F, gdzie
Iy e Fyoraz F € F, dlau < s w I. Symbolem dt ® dP oznaczana jest miara
produktowa na o- algebrze P, gdzie dt jest miara Lebesgue’a, a dP miara
probabilistyczna. Niech £2 = L*(I x Q,P,dt®dP; R') bedzie przestrzenia
Hilberta.

Definicja 1.1 Procesem stochastycznym o wartosciach  rzeczywistych
r = (x5)ses okreslonym na przestrzeni (9, F,(F,)ser, P) nazywana jest
rodzina zmiennych losowych z, : Q — R! dla s € I. Funkcje s — x, dzialajace

z przedziatu I do zbioru R! nazywane sa trajektoriami procesu .

Definicja 1.2 Proces = = (x;)scs okreslony na przestrzeni (2, F, (Fs)ser, P)
nazywany jest

(i) adaptowalnym lub (Fs)ser-adaptowalnym, jezeli x, jest Fe-mierzalny dla
kazdego s €I,

(i) przewidywalnym, jezeli x jest P- mierzalny,

(iii) cigglym (prawostronnie cigglym) na przedziale I, jezeli prawie

wszystkie jego trajektorie sa ciagle (prawostronnie ciagle),
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(iv) procesem cddldg, jezeli ma on prawostronnie ciagle trajektorie
ze skoniczonymi lewostronnymi granicami,

(v) FV-procesem, jezeli x jest adaptowalnym procesem cadldg oraz prawie
wszystkie jego trajektorie maja wahanie ograniczone na zwartych pod-

przedziatach 1.

Symbolem SP oznaczana bedzie przestrzen Banacha wszystkich

(Fs)ser-adaptowalnych proceséw cadlag (zs)ser, dla ktérych ||z]|s» < oo, gdzie
][0 = || sup 25| [|zr i1 <p < oo
se

Definicja 1.3 Proces stochastyczny W = (W)se; nazywany jest procesem
Wienera, jesli ma nastepujace wlasnosci
(i) Wy =0,
(ii) przyrosty procesu Wy — W sa jednorodne i niezalezne od F; dla s < t,
(i4i) Wy ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwana réwna 0 i wariancja

rowna t.

Definicja 1.4 Adaptowalny proces stochastyczny = = (x;)sc; nazywany jest
martyngatem wzgledem filtracji (Fs)ser, jezeli
(i) E|zs| < oo dla kazdego s € 1,

(i) E(xs|F,) = x, dla u < s prawie na pewno.

Uwaga 1.5 Poniewaz wszystkie martyngaly maja prawostronnie ciaglta mody-
fikacje, to w dalszym ciagu rozprawy zakladaé¢ bedziemy (bez zmniejszania

ogolnosci), ze martyngat jest zawsze procesem cadlag.

Zmienna losowa K : Q — [ jest czasem zatrzymania, jezeli zdarzenie
{K < s} € F, dla kazdego s € I.

Adaptowalny proces cadlag m = (ms)ser jest lokalnym martyngalem, jezeli

istnieje rosnacy ciag czaséw zatrzymania, K,, speliajacy prawie na pewno



warunek lim,, ., K,, = T i taki, Ze zastopowany proces m=» = (mg, rs)ser jest
martyngatem.

Martyngal z jest catkowalny z kwadratem, jesli sup,.; E(x?) < oo.

Twierdzenie 1.6 ( Nieréwnos¢ Dooba, Theorem 1.1.42 [18] ) Jesli x jest
martyngatem catkowalnym z kwadratem, to
E(sup x?) < 4sup E(2?) = 4E(z2).
sel sel

Wiasnosé 1.7 ( Wlasno$¢ izometrii calki Ito, Corollary II1.3.7 [32] )

Dla kazdego adaptowalnego i L2-catkowalnego procesu f zachodzi
T T
(1) Ey/ FodW,|? = E/ F2ds
0 0
Korzystajac z Wlasnosci 1.7 nierownos$¢ Dooba dla calki Ito przyjmuje
nastepujaca postaé

¢ T
(2) E(sup| deWsP) < 4E/ fszds,
0 0

tel

gdzie f jest adaptowalnym, £2-catkowalnym procesem.

Definicja 1.8 Stochastyczny proces «x nazywany jest specjalnym semi-
martyngatem, jesli mozna go przedstawi¢ w postaci sumy: x = m+ v, gdzie m

jest lokalnym martyngatem, natomiast v jest przewidywalnym F'V-procesem.

Uwaga 1.9 W dalszej czesci rozprawy specjalne semimartyngaly, o ile nie
prowadzi to do nieporozumien, bedziemy nazywaé¢ semimartyngatami. O semi-
martyngale mowimy, ze jest ciagly, jezeli prawie wszystkie jego trajektorie sa

funkcjami ciaglymi.

Definicja 1.10 Niech D, oznacza taki ciag podzialow przedzialu I,

ze

lim sup (t;41 —t;) = 0 oraz M := sup sup Hl - 0.

=04 eDy, n>1t,eD, L



Niech 0 = tg <t < ... < tgm) < tim4+1 = T beda punktami podziatu
D,,. Procesem wahania kwadratowego proceséw = = (Ty)ier 1Y = (Yt)ter,
oznaczanym przez [z, y] = ([x, y]¢)wer, nazywana jest, o ile istnieje, nastepujaca

granica w sensie prawdopodobienstwa

[1", y}t = nhl{.lo Z (xti+1 - xti)<yti+1 - yti)'
ti €Dy, t;<t

Wiasnosé 1.11 ( [36] ) Jesli x i y sg semimartyngatami, to

[z,y] = xy — /x,dy — /y,dx.

Definicje oraz wtasnosci stochastycznej calki [x_dy z lewostronnego
uciaglenia procesu x wzgledem semimartyngatu y mozna znalezé w paragrafie
sz6stym rozdzialu drugiego [36].

W szczegdlnoscei, jesli x jest ciaglym semimartyngatem i W jest procesem

Wienera, to proces wahania kwadratowego spelnia warunek
[, W] = aW — /xdW - /Wda:.

Wiasnosé 1.12 ( [36] ) Wiasnosci procesu wahania kwadratowego

(i) Jesli x iy sq semimartyngatami, to odwzorowanie (x,y) — [z,y] jest
dwuliniowe i symetryczne,

(i) Jesli x jest cigglym FV-procesem, to [z, z]s = x3 dla kazdego s € I,

(1i1) Jesli x jest semimartyngatem, y jest procesem z trajektoriami o waha-
niu ograniczonym oraz x lub y jest procesem cigglym, to [x,y] = 0,

(iv) Proces wahania kwadratowego [x,y] dwdch semimartyngaléow x i y
jest rowniez semimartyngatem z trajektoriami o wahaniu ograniczonym na

przedziatach zwartych.

Twierdzenie 1.13 ( Nier6wno$¢ Kunity-Watanabe, Theorem I1.25 [36] )
Niech dane bedg semimartyngaly x iy oraz przewidywalne procesy f i g. Wtedy

prawie wszedzie zachodzi

[ 1Al o) < (" fate, )3 iy )



W szczegdlnosci jesli x jest semimartyngatem oraz W jest procesem

Wienera, to nieréwnos¢ Kunity-Watanabe ma nastepujaca postaé

[ 18l Wl < ([ e[ gtasy.

Twierdzenie 1.14 ( Theorem I1.28, [36] ) Niech dane bedg semimartyngaly
x 1y oraz przewidywalne procesy f i g. Wtedy

[/ fsd:cs,/gsdys]T = /OT fsgsd[z, yls.

Symbolem H? oznaczana bedzie przestrzen Banacha wszystkich semi-
martyngatow x = m + v okreslonych w Definicji 1.8, ktére maja skonczona
H? norme:

T
1/2
Il = llm,mlil iy + 1 [ vz,

gdzie fOT |dvy| jest calkowitym wahaniem trajektorii procesu v.

Wiasnosé 1.15 ( Theorem IV.5, [36] ) Niech x bedzie semimartyngatem
z przestrzeni H2. Wtedy

B{(sup |} = lalf3 < Sllalbes.

Definicja 1.16 Niech x bedzie ciaglym semimartyngatem. Lokalnym czasem
dla procesu x na poziomie p nazywany jest proces LP(w) = LP(x),, ktéry

dla kazdego (p, s) spelia

1 s
LP(z)s = lir% — | Lp<a, <prod[r, x]-, prawie na pewno
—0¢eJo V7
oraz
1 s
LP(z)s = lix% — | 1p—e<a. <p)d[z, z];, prawie na pewno.
—0 ¢ Jo =T

Twierdzenie 1.17 ( Theorem II1.7.1, [18] ) Niech = bedzie cigglym semi-
martyngatem na przestrzeni (U, F, (Fs)ser, P).  Wtedy istnieje lokalny czas

w punkcie p € RY dla procesu x spelniajgcy warunki

9



(i) Odwzorowanie (s,p,w) — LP(w) jest mierzalne i dla kazdego ustalonego
(s,p) zmienna losowa LP jest Fs-mierzalna,

(ii) Dla kaidego ustalonego p € R' odwzorowanie s — LP(w) jest ciggle
i niemalejgce oraz Lh(w) =0,

(iii) Dla kazdej mierzalnej funkcji f : R' — [0,00), dla kaidego s € I

i dla prawie wszystkich w € )

[ @@= [ f)dle,al.,
(iv) Dla prawie wszystkich w € Q i dla wszystkich (s,p) € I x R' granice

LP(w)= lim Li(w)il? (w)= lim Li(w)

T—s, qlp T—s, qlp

15tniejq.

Wiasnosé (iv) z Twiedzenia 1.17 méwi, ze dla prawie wszystkich w € Q

lokalny czas LP(w) jest tacznie ciagly w s i jest procesem cadldg w punkcie p.

1.2. Elementy analizy wielowartosciowej

Niech CI(R') oznacza rodzing wszystkich niepustych i domknietych
podzbioréw R, Conv(R') rodzing wszystkich niepustych, domknietych
i wypuktych podzbioréw R!, natomiast CComp(R!) rodzing wszystkich
niepustych, zwartych i wypuklych podzbioréw R!.

Definicja 1.18 Niech B,C € CI(R'). Odlegtosciqg Hausdorffa zbioru B

od zbioru C' nazywamy funkcje
H(B,C) =max{H(B,C),H(C,B)},
gdzie

H(B,C) = supdist(b,C) = sup inf d(b, ¢).

beB beB ceC
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Wtiasnos$é 1.19 ( Proposition 1.3.3, [24] ) Niech B, B',C,C" € CComp(R").

Zachodzq wtedy nastepujace wlasnosci
(i) H(tB,tC) =tH(B,C) dla wszystkich t > 0,
(ii) H B+ B',C+(C') < H(B,C)+ H(B', ("),
(iii) H(B,C) < H(B,C") + H(C",C),
(i) H(AB, pC) < max{A, u}H (B, C) + [A — p|[H(B,{0}) + H(C,{0})].

Niech (€,.A, ) bedzie przestrzenia z miara pu. Niech zbisr B C €.
Wtedy ||Bllg = supyep |lallg = H(B,{0}).

Definicja 1.20 Multifunkcjg F dzialajaca z przestrzeni (Q, A, 1) do przestrze-
ni podzbioréw R! nazywane jest odwzorowanie, ktére kazdemu elementowi
& € Q prayporzadkowuje zbior F(©) € 28,  Jezeli przynajmniej dla
jednego elementu @ € € zbiér wartosci multifunkeji F(&) C R' jest niepusty,

to multifunkcja F' jest wtasciwa.

Definicja 1.21 Multifunkcja F : Q — CI(R') nazywana jest

(i) mierzalng, jezeli przeciwobraz kazdego otwartego zbioru O C R! jest
mierzalny, to znaczy {& € Q: F(@)NO # 0} € A,

(ii) dolnie pdélciggle w punkcie @y, € Q, jezeli dla kazdego otoczenia
N(yo) punktu yo € F(&) istnieje otoczenie N (@) punktu @y € Q takie,
ze dla kazdego @ €  z tego otoczenia zbiér F(&) N N(yq) jest niepusty,

(iii) gdrnie potciggly w punkcie Ty € €, jezeli dla kazdego otwartego
zbioru V zawierajacego F(@p) istnieje otoczenie N (&) punktu & € Q takie,

ze dla kazdego & € Q z tego otoczenia zbiér F (&) C V.

Definicja 1.22 Niech F : (Q,u) — CComp(R'). Multifunkcja F jest
ograniczona, jesli istnieje taka stala M > 0 , ze H(F(»),{0}) < M.
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Multifunkcja F' jest catkowo ograniczona, jesli istnieje | € LQ(Q, w; RY) takie,
ze H(F(0),{0}) < l(@). Multifunkcja F' jest lokalnie catkowo ograniczona,
jedli na dowolnym zwartym zbiorze B C  istnieje | € L2(B,u; R') takie,
ze H(F(©),{0}) < () dla kazdego @ € B.

Definicja 1.23 Niech dana bedzie multifunkcja F' : Q — CI(R'). Mierzalna
funkcja f : © — R! nazywana jest mierzalnym selektorem multifunkcji F,
jesli f(w) € F(w) dla prawie wszystkich @ € Q). Symbolem Sy bedzie
oznaczany zbiér wszystkich mierzalnych 1 L2(Q, y, R)-catkowalnych

selektoréw multifunkcji F'.

Przytoczone ponizej twierdzenia selekcyjne Michaela oraz Kuratowskiego
i Rylla-Nardzewskiego, a takze wlasnosci zbioru mierzalnych selektoréow
multifunkcji F przedstawione sa w wersji, w ktorej beda wykorzystane

w dalszej czesci rozprawy.

Twierdzenie 1.24 ( Tw. Kuratowskiego, Ryll-Nardzewskiego, Theorem
11.3.10 [19] ) Niech (Q,A, 1) bedzie przestrzeniq z miarg . Mierzalna multi-
funkcja F : Q — CI(R") posiada mierzalny selektor.

Twierdzenie 1.25 ( Theorem 1.4, [14] ) Niech Fy, Fy : Q — 2% bedg multi-
funkcjami mierzalnymi oraz F(©) = cl(Fy(D) + Fy(@)) dla & € Q. Wtedy
F jest rowniez multifunkcjg mierzalng. Ponadto jesli Sp, i+ Sg, s¢ niepuste,

to SF = Cllﬂ(ﬁ;Rl)(SFl + SFQ)
Niech ¢oF' (@) oznacza domknigta i wypukla otoczke zbioru F(0) w R!.

Twierdzenie 1.26 ( Theorem 1.5, [14] ) Niech F : Q — 2% bedzie multi-
funkcjg mierzalng oraz (coF') (@) = coF () dla & € Q). Wtedy coF jest réwniez

multifunkcjg mierzalng. Ponadto jesli Sp jest niepusty, to S = COpa Sp.

ﬁ;Rl)

12



Niech (Q,A, i) bedzie o-skoniczong przestrzenia z miara p. Niech dana
bedzie mierzalna multifunkcja F : Q — 28 oraz A ® B-mierzalna funkcja
¢ : Q x R* — R, gdzie B oznacza o-algebre zbioréw borelowskich z R!.

Dla mierzalnego selektora multifunkcji F, f : Q@ — R' zdefiniowany jest
funkcjonat I4(f) = 5 ¢(@, f(@))dp.

Twierdzenie 1.27 ( Theorem 2.2, [14] ) Niech F : Q — 28" bedzie
multifunkcjg mierzalng oraz ¢ QO x R' — R bedzie A ® B-mierzalng
funkcjqg. Jesli ¢ jest funkcjq ciggle w punkcie t € R' dla kazdego & € Q
oraz zdefiniowany dla kaidego f € Sp funkcjonal I,(f) spetnia I4(fo) < oo
dla pewnego fy € S, to

() inf 1(f) = [ inf 6(@ t)dn.

feSk teF(w)

(i) sup Lo(f) = [ sup o(@, .

fesr QieF (@)
Twierdzenie 1.28 ( Theorem Michaela, [2] ) Dolnie pdlciggta multifunkcja
F: R' — Conv(R') posiada cigglg selekcje.

Definicja 1.29 Niech B,C € CComp(R").

Zbiér D := (B + C) € CComp(R') nazywany jest réznicqg Hukuhary zbioréw

BiC,jesli B=C+ D, gdzie ” +7” oznacza algebraiczna sume zbioréw C, D.
Multifunkcja F : R' — CComp(R') jest rdzniczkowalna w sensie

Hukuhary w punkcie ty € R, jesli istnieje zbior (DF)(ty) taki, ze granice

L Flto+ 1) + Flt)
At—0t At

oraz
F(ty) ~ F(tg — At
Bty Pt~ A1)
At—0+ At
istnieja i sa réwne (DF)(tp). Granice te sa rozumiane w sensie metryki

Hausdorffa. Multifunkcja F jest roiniczkowalna w sensie Hukuhary, jesli

posiada pochodna Hukuhary w kazdym punkcie ¢t € R*.
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ROZDZIAL 11

Wielowartosciowa catka typu Stratonowicza wzgledem
procesu Wienera

W rozprawie badane sa dwie rézne klasy multifunkeji, dla ktérych
okreslone zostang wielowartosciowe calki typu Stratonowicza. W tym rozdziale
zostanie zdefiniowana wielowartosciowa catka typu Stratonowicza dla multi-
funkcji rézniczkowalnych w sensie Hukuhary oraz zaprezentowane beda
podstawowe wiasnosci tej calki, niezbedne do badania wtasnosci zbioru
rozwiazan inkluzji typu Stratonowicza. Druga definicja wielowartosciowe;j
catki typu Stratonowicza wzgledem goérnie oddzielanych multifunkeji bedzie

przedstawiona w rozdziale czwartym.
2.1. Definicja wielowartosciowej calki typu Stratonowicza

Niech dany bedzie skoriczony przedzial czasowy I = [0,7T], zupemhma
przestrzen probabilistyczna z filtracja (Q,F, (Fs)ser, P) oraz przestrzen

Hilberta £2 = L2(I x Q, P,dt®dP; RY).

Definicja 2.1 Niech F' : R' — CComp(R'). Dla semimartyngalu z
symbolem Sp,, oznaczany bedzie zbiér wszystkich przewidywalnych,

(F,)ser-adaptowalnych i £2-catkowalnych selektoréw zlozenia F e x, to znaczy
Srex = {f €L*: f,€ F(z,) dt®dP —puw.}

Podobnie definiujemy zbiér selektoréw S(prje, dla zlozenia pochodne;j

Hukuhary DF multifunkcji F' oraz semimartyngatu z.

Niech W = (Wj)ser bedzie procesem Wienera okreslonym w Definicji 1.3.

Definicja 2.2 Niech x bedzie ciaglym semimartyngalem oraz multifunkcja

F : R* — CComp(R") niech bedzie taka, ze Fex : I x Q — CComp(R")
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okreslone wzorem (F e z)(t,w) = F(z(t,w)) = F(x;) jest multifunkcja
mierzalna i calkowo ograniczona. Wowczas wielowartosciowa catka [to

ze zlozenia F e x wzgledem procesu Wienera W definiowana jest jako zbidr
/ F(z)dW, = { / FodWs:  f € Swa).

Niech [z, W] bedzie procesem wahania kwadratowego ciaglego semi-
martyngatu z i procesu Wienera W. Definicja oraz podstawowe wiasnosci
procesu wahania kwadratowego omoéwione zostaly w paragrafie pierwszym

rozdziatu pierwszego.

Definicja 2.3 Niech z bedzie ciaglym semimartyngatem. Niech multifunkcja
G : R' — CComp(R') bedzie mierzalna i lokalnie calkowo ograniczona.
Wowcezas wielowartosciowa stochastyczna catka ze zlozenia multifunkcji G
z ciggtym semimartyngalem x wzgledem procesu wahania kwadratowego [z, W]

definiowana jest jako zbior
/ G(zs)dx, W), = { / gz, W]y g € Seus).

Na mocy Wtasnosci 1.12 (iv) proces wahania kwadratowego [z, W] jest
procesem o wahaniu ograniczonym, wiec catka [ G(z,)d[x, W] moze byé

traktowana jako calka Lebesgue’a-Stieltjesa z parametrem.

Definicja 2.4 Niech z bedzie ciaglym semimartyngalem. Niech multifunkcja
F : R' — CComp(R') bedzie rézniczkowalna w sensie Hukuhary
oraz niech DI bedzie pochodna multifunkcji F'. Wielowartosciowa stochasty-
czna catka typu Stratonowicza z multifunkcji F wzgledem pocesu Wienera W

definiowana jest jako zbior
1
(3) /F(xs) o dW, == /F(a:s)dWs + 5/(DF)(gcs)d[:c,W]s,

przy zalozeniu, ze wielowarto$ciowe calki po prawej stronie powyzszej rownosci

sa zbiorami niepustymi.
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Podobnie definiujemy [’ F(x,) o dW, dla s,t € I jako zbiér postaci

[F@gowu:{[ﬁam+;Lﬂﬁmeﬂ FESpai fl € Spral.

Wtedy [ F(z,) o dW, = (5 F(z;) o dW,)ser.

2.2. Istnienie i wlasnosci wielowartosciowej calki typu

Stratonowicza

Zasadniczym tematem rozprawy sa stochastyczne inkluzje rézniczkowe
typu Stratonowicza z wielowartosciowymi catkami okreslonymi w Definicji
2.4. 7 tego powodu calki [ F(zs) o dWs powinny by¢ poprawnie okreslone,
to znaczy by¢ zbiorami niepustymi, co najmniej dla takiej klasy proceséw z,
ktora zawiera rodzine wszystkich rozwiazan inkluzji. Definicja rozwiazania
inkluzji typu Stratonowicza zaprezentowana bedzie w rozdziale trzecim.

W mysél tej definicji rozwiazania inkluzji sa ciaglymi semimartyngalami postaci
t
(4) T = / bydW, + v,
0

gdzie b jest (F,)ser-adaptowalnym i  L?-catkowalnym  procesem,
natomiast v jest pewnym ciagltym FV-procesem. Wilasnosci calek pokazane
w tym paragrafie dla proceséw z klasy (4) wystarczaja do otrzymania
odpowiednich rezultatéw dotyczacych zbioru rozwiazan inkluzji.

Poniewaz Twiedzenie 2.5 o istnieniu wielowartosciowej calki typu Strato-
nowicza zostalo pokazane bez ograniczeri typu (4), naturalnym wydaje sie
pytanie, czy w pozostalych twierdzeniach tego rozdzialu warunek (4) moze
zostac zastgpiony ogdlniejszym warunkiem "z jest ciaglym semimartyngatem”.

Problem ten stanowi przedmiot moich obecnych badan.

Twierdzenie 2.5 Niech x bedzie ciggtym semimartyngatem. Jezeli multi-
funkcja F : R* — CComp(R') jest rézmiczkowalna w sensie Hukuhary
oraz jej pochodna DF jest lokalnie catkowo ograniczona, to wielowarto$ciowa

catka typu Stratonowicza [ F(x(s)) o dW (s) jest zbiorem niepustym.

16



Dowadd. Chcac udowodni¢ istnienie wielowartosciowej calki typu
Stratonowicza nalezy znalezé selektory f € Spes i f! € Spres, dla ktérych
catki [i fodWy i [i fld[x, W], istnieja dlat € I.

Multifunkcja F', bedac rézniczkowalna w sensie Hukuhary, jest multifunkcja
ciagla o wypuklych wartosciach. Wtedy na mocy Twierdzenia 1.28 multi-
funkcja F' posiada ciagly selektor f. Poniewaz f(xs) jest ciagtym procesem,
to catka fot f(zs)dWy istnieje. Ponadto, f(z5) € Sres.

Chcac udowodni¢ niepustos¢ zbioru [(DF')(zs)d[x, W]s nalezy zauwazy¢,
ze pochodna Hukuhary DF jest multifunkcja mierzalna. Wtedy na podstawie
Twierdzenia 1.24 multifunkcja DF posiada mierzalng selekcje f*.
Korzystajac z lokalnej calkowej ograniczonosci DF  otrzymujemy,
ze fl € L2 (RY). Nalezy jeszcze pokazaé, ze calka [5 f1(z,)d[x, W], istnieje.

Korzystajac z nieréwnosci Kunity-Watanabe (Twierdzenie 1.13)

otrzymujemy

[ £l w1
< ([ ()2, alo) 5[ v w).):
= ( /0 (FM () dl, 2l (1)

Na mocy Twierdzenia 1.17 (iii), uzyskujemy

[ £l W < ()P @ ),

gdzie LP(z) jest lokalnym czasem procesu z. Z Definicji 1.16 lokalnego
czasu dla ciaglego semimartyngatu x oraz wlasnosci lokalnego czasu zawartej
w  Twierdzeniu IV.50 =z pracy [36] wynika, ze dla kazdego
p > xf = sup, |zs|, Lj(z) = 0 oraz ze sup, L{(x) < oo prawie na pewno.

Wéwcezas

(ST

([ (P @)t < o0 po.

*
7wt

[ i WL < Gup 2E) )
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Oznacza to, ze [j F'(x,) o dW, jest zbiorem niepustym dla t € I.

Uwaga 2.6 Korzystajac z postaci (4) procesu = oraz z wlasnosci procesu
wahania kwadratowego wielowartosciowa catke typu Stratonowicza mozna

zapisa¢ w nastepujacy sposob

1
(5) / F(z,) 0 dW, := / Fla)dW, + 5 / (DF)(x,)byds.
Dowéd. Korzystajac z postaci (4) procesu x

/ Flz,) 0 dW, = / F(z)dW, +; / (DF)(x,)d[z, W],

= [Fa)aW, + L (D))l [ bdw, + 0.7,

= [ P)dw, + 3 [(DF) )L [ bedWW, W, + dlo, W),).

W ostatniej réwnosci wykorzystano Wlasno$¢ 1.12 (i). Poniewaz W jest
ciaglym procesem Wienera, a xy 1 v sa procesami o wahaniu
ograniczonym, wiec na mocy Wtasnosci 1.12 (iii) proces wahania kwadra-
towego [v, W] = 0. Na mocy Twierdzenia 1.14 proces wahania kwadratowego
[ b, dW,., W]s = [; brdr. Stad

/(DF)(xs)d[/ by dW, + v, W], = /(DF)(a:S)bSds.
| |

Definicja 2.7 Multifunkcja F' : R* — CComp(R") jest semimartyngatowo

ograniczona, jesli istnieje taki proces m € L*(I x Q), ze dla kazdego x € H?

Hpi(F(x4),{0}) < ms.
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Twierdzenie 2.8 Niech multifunkcja F : R' — CComp(R') bedzie
rozniczkowalna w sensie Hukuhary i niech DF' bedzie jej pochodng Hukuhary.
Niech b bedzie (F)ser-adaptowalnym i L2-catkowalnym procesem oraz v niech
bedzie ciggtym FV -procesem. Zatoimy, ze x = [ by dWy +v. Jesli F' i DF sg
semimartyngatowo ograniczone, to wielowarto$ciowa catka typu Stratonowicza

[ F(xy) o dW jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni S'.

Dowdéd. Korzystajac z postaci procesu x = [ b,dW,+v, Uwagi 2.6 i faktu,

ze |||l < |- 1lr2(0), otrzymujemy

| [ Flas)oaw|s
= || [ Fedw, + 5 [(DF)()diz, W5
< || [ Faawls + )| [(DF) (@ badslls

t
< sup Hsup!/ fsdW| {20
tel JO

fESFoac

1 t
+= sup  |[sup| [ flbsds||lpiq)-
freSprye. t€l 70

Stosujac do pierwszego skladnika nieréwnos$é Dooba oraz wlasnos$é izometrii

catki It6, na mocy (2), powyzsza nieréwnosé mozna nastepujaco oszacowaé

T
<4 sup B([ (f.)%ds)
fESFoac 0

1 ¢
+= sup FE( sup| fslbsds| ),
fLE€S(DFYen tel /0

a nastepnie stosujac do drugiego skladnika nieréwnosé¢ Holdera mamy
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<4 swp B([ (1)

feSFoz

—|—f sup / F2ds|)z( E/ )2ds)?.

f1€5<DF).

Zatem

<4 sup [[f|lr2axe)

€EOFex

1
+§ sup ||f1||L2(I><Q) bl z2(rx0)

J1€S(DF)ex

— AH(F(2,).{0) + 5H((DF)(w.), (0) Pl 10

7 zalozenia semimartyngatowej ograniczonosci F' i DF wnioskujemy,

ze [ F(x(s)) o dW (s) jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni S*.
|

Twierdzenie 2.9 Niech multifunkcje F,G : R' — CComp(R') bedg
rozniczkowalne w sensie Hukuhary oraz niech DEF ¢ DG bedg ich pocho-
dnymi.  Niech b bedzie (F)ser-adaptowalnym i L2-catkowalnym procesem
oraz niech v bedzie cigglym F'V -procesem. Zatozimy, ze x = [ bsdWs+v. Jesli
DF i DG sq lokalnie catkowo ograniczone, to S'-domkniecie wielowartosciowej

catki typu Stratonowicza jest operacjg liniowg. Oznacza to, zZe dla kazZdych

rzeczywistych statych o i (3
dor( [(@F(w,) + BG(z,)) o dVV,)

= clsl(a/F(Jcs) o dW; + 6/G(:cs) o dWy).
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Dowdd. Addytywnosé. W pierwszym kroku pokazemy, ze
/w@g+G@mommgdyqu@oﬂn+/Gmgmmg

Niech J(zs) = F(zs) + G(xs). Poniewaz F(xs) i G(zs) sa zbiorami
zwartymi oraz algebraiczna suma zbioréw zwartych jest zbiorem zwartym,
wiec J € CComp(R'). Oznacza to, ze clJ(zs) = J(xs). Niech z bedzie

dowolnym elementem ze zbioru [ J(z;) o dW;. Wowcezas
1 /-
2= [hdW, + 5 [ hbids,

gdzie h € SJ.:B i E c S(Dj)m.

Poniewaz J(zs) = F(xs) + G(zs), (DJ)(zs) = (DF)(zs) + (DG)(xs),
hy € J(x,) i hy € (DJ)(zs), wiec na podstawie Twierdzenia 1.25
otrzymujemy

SJox - ClL2(I><Q)(SFoa: + SG.Cﬂ)
oraz
S(DJ)oac - ClL2(I><Q) (S(DF)oac + S(DG).x)-

Oznacza to, ze istnieja ciagi f™* € Srez, 9" € SGes, f” € S(prjezs §" € S(DG)ex

takie, ze

h = lim,_oo(f" + g")
(6)

b= limn o (f™ 4+ §"),

gdzie granice rozumiane sa w sensie normy L?(I x ).

Pokazemy, ze z € clgi([ F(xs) o dWs + [ G(xs) o dWy) lub réwnowaznie,

7e
1 ~
hmu/mﬂm+7/m@@
n—o00 2
1 |
([ praw.+ 3 [ Fivas+ [ gaw,+ 5 [ givds) s =0.
Zatem

1 [ e (74 g)W, 4 5 [ = (2 @ bads s
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t
<lsup [ o= (7 + g)aWl |z
tel /0

1 b ™m o =n
tolsup | [ (hs = (£ + 92))bsdsll @)
tel J0

T
< (B| [ by = fo = grdW, )2
0

1 ~
+5 (s = (fF 4 g0))bslds © dP

2 Jixo

L= Iy ~n
< 2|k — " = g"[|L2(x) + §Hh — " = 3" lL2xe) - 116l L2(rx)-

Ostatnie wyrazenie zbiega do zera na podstawie wzoréw (6).
Stad
z € Clsl(/ F(x) o dW, + /G(ﬂcs) o dWs).

Pokazemy teraz, ze

[P odW,+ [Glay)odW, C [(Fa,)+Gla,) o,

W tym celu wezmy dowolny z € [F(zs) o dWs + [G(xs) o dWs.

Wéwezas istnieja selektory f € Spess ¢ € Scess f € S(DFyez; § € S(DG)ex

takie, ze

1 /- 1
2= /fdes+§/fsbsds+/gdes+i/gsbsds.

Niech h = f+ g i h = f + g. Ponownie korzystajac z Twierdzenia 1.25

oraz z liniowo$ci pochodnej Hukuhary otrzymujemy

h:f+gESFox+SGox

C clr2(1x0) (SFex + Stex) = Sci(F+G)ez = S(F+G)ez-
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Podobnie jak w pierwszej czesci dowodu pokazujemy,
eh=f+g¢€ S(D(F+G))ez, & stad otrzymujemy z € [(F 4 G)(x,) o dWj.
Jednorodnosé catki. Niech z € A [ F'(xg) o dW,. Wéwcezas

z:M/ﬂﬂ%+;/ﬁ@$%

gdzie f € Spey and f € S(pryez- JeSli oznaczymy przez g := A\f i g = M,
to wtedy g € S()\F).w oraz g € S(D(AF)).:(: = S/\(DF)ox~ Stad z € f)\F(ZES) odWs.

Zawieranie w przeciwna strone pokazujemy w podobny sposéb.

Wiasnosé 2.10 Jezeli spelnione sq zaloZenia Twierdzenia 2.9, to wielo-

wartoSciowa catka typu Stratonowicza [ F(xs) o dWy jest zbiorem wypuktym.

Dowdéd. Niech ¢ i d beda dwoma dowolnymi elementami ze zbioru
[ F(xs) o dW,. Wéwcezas istnieja procesy f,g € Srey 0raz f',g' € Sippyes
takie, ze

1
c:/ﬂﬂ%+§/ﬁm%

1
d:/%ﬂm+§/¢m@.

WeZzmy dowolne A € [0,1]. Poniewaz multifunkcje F' i DF maja zwarte

wartosci, wiec na mocy Twierdzenia 1.26 wnioskujemy, ze
h=Af+(1—=X)g € C0Srez = S@r)er = SFex-
W podobny sposob pokazujemy, ze
B =M1+ (1= Ng" € Sprjes

Stad element Ac + (1 — A)d nalezy do zbioru [ F'(z4) o dW.
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Twierdzenie 2.11 Niech F,G : R' — CComp(R') bedzie réiniczkowalna
w senste Hukuhary oraz niech DF i DG bedg ich pochodnymi. Niech b bedzie
(Fy)ser-adaptowalnym L?-catkowalnym procesem oraz miech v bedzie cigglym
FV-procesem. Zaloimy, ze x = [ bsdWs+wv. Jesli DF i DG sq¢ lokalnie catkowo

ograniczone, to

([ Plas) o dW,, [ Gla) 0 dW,) <2 VT [ H(F(2.),G(a,)dWi e

+;.TH/ﬁmpﬂg«Dﬁvug,uxncu»dﬂmz

Dowéd. Niech f € Spey i f! € Sprjes. Ze wzgledu na uproszczenie
zapisu w dalszej czesci dowodu beda stosowane nastepujace oznaczenia

sup = sup,
fE€SFex, fles(DF)oz fvfl

inf = inf .
9ESGex, gleS(DG)oz g,91

Niech H oznacza pélmetryke Hausdorffa w przestrzeni H2. Wtedy z Uwagi

2.6 otrzymujemy
HQ(/F(.I'S) 0 dWs,/G(xs) o dW,)

= sup dist%(z,/G(ws) o dWy)
2€ [ F(z5)odWs

1 1
— sup distZa / fodWVs + / Flbuds, / G, )dW, + 5 / (DG)(x,)bsds)
It

1 1
=supinf || [ fsdW,+ i/fslbsds - /gdes - 5/9;55613”%{2

£ ft 9,9

. . 1
< 2supfinf|| [(f, = )W, llis +inf 115 [ (1) = bedslfze)
St g
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T 1 T
~2sup{int B [ 1.~ guPds + S int B[ | = g bulds).
f,fl g 0 4 gl 0

Stosujac do drugiego skladnika nieréwnos¢ Holdera oraz korzystajac

z Twierdzenia 1.27 (i) powyzsze wyrazenie mozna oszacowaé jako

T 1 T
<osup{E [ inf |f.—al%d +—TE/ inf  (f1 = 3)%|b.]2d
B ?}?{ 0 aelCIr'l(;rs)‘f al’ds 4 (0 ﬂe(é%)(m(fs O 1ol ds)

T 1 T
. QSupE/ disthy (f, G(.))ds + ST sup E(/ b, dist2, (£, (DG)(x,))ds.
£ i o

Ponownie na mocy Twierdzenia 1.27 (ii) powyzsze wyrazenie jest rowne

T
=2F sup disth (7, G(zs))ds
0 ~yeF(zs)

1 T
VITE / b2 sup  dist% (0, (DG)(x,))ds
2 0 0e(DF)(zs)

<28 [ Hp(F(2). Gla))ds + 5T [ b B (DF) (), (DG)(r.))ds.

Poniewaz pierwszy czynnik powyzszej nieréwnosci moze by¢ oszacowany

jako
r 2
] Ha(F ), Gl)dsl e

< /OT Hin (F (), G(s))ds|| 2y
<VT)| / H2 (F(,), G(a,)dW e,

wiec ostatecznie uzyskujemy

H2(/ Flz) o dW,, / Gy o dW,)
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<2 V|| [ HA(F(w,), Gla,)dW, e

b TN PHA(DF) ), (DG)()ds e

Podobnie pokazujemy, ze ﬁ2(f G(zs) o dWs, [ F(xs) o dWy), co konczy dowdd.
|

Wiasnos$¢ wielowartosciowych calek typu Stratonowicza udowodniona
w Twierdzeniu 2.14 bedzie stanowita zasadniczy krok w dowodzie domknietosci
zbioru rozwiazan inkluzji typu Stratonowicza. Udowodnione ponizej
Twierdzenie 2.14 w sposob istotny rézni sie od Twierdzenia 2.11 pochodzacego
z pracy [12], w ktérym szacowana jest odlegto$é, w sensie metryki Hausdorffa
w H?, wielowartosciowych calek typu Stratonowicza z réznych multifunkcji

zlozonych z jednym procesem. Wynik ten nie byt dotad publikowany.

Definicja 2.12 Niech F': R' — CComp(R'). Multifunkcja F
(A1) spetnia semimartyngatowy warunek Lipschitza, jesli istnieje taka stala

L > 0, ze dla kazdego z,y € H? i dla kazdego s € [
Hpi (F(zs), F(ys)) < Lz = ylhe.
Uwaga 2.13 Warunek (A1) jest stabszy od warunku Lipschitza w R'.

Twierdzenie 2.14 Niech multifunkcja F : R' — CComp(R') bedzie
rozniczkowalna w sensie Hukuhary oraz DF' bedzie pochodng F.  Niech
x, ¥ € H? bedg procesami postaci x = [ b, dW, + v oraz ¥ = [bEdW, + vk,
gdzie b, b* sq adaptowalnymi L?-catkowalnymi procesami oraz v, v sq
cigglymi FV-procesami. Zatéimy, ze F(xg) 1 DF(xs) spelniajg warunek (A1)
ze statymi L i Ly odpowiednio oraz Ze DF(x4) jest ograniczona.

Jesli limy o ||7 — 2%||12 = 0, to

lim Hra( [ F(z,) o dW,, [ F(at)odW,) =0,
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Dowéd. Niech f, f € Spe, ', f' € S(DFyer 0182 g € Spoprig' € S(DFyext-
Ze wzgledu na uproszczenie zapisu w dalszej czesci dowodu beda stosowane
nastepujace oznaczenia
sup := sup,
fESFez, fles(DF)om f7f1

_ inf = inf
fESFez, flES(DF).;c f7f1

oraz inlf = inf .
9ESpesks 9 ES(DF)-zk 9,9*

Niech H oznacza péhmetryke Hausdorffa w przestrzeni H2.

Korzystajac z Uwagi 2.6 oraz Wlasnosci 1.19 (ii), (iii) otrzymujemy

Hyal [ Fa) o dW,, [ F(at)oaw,)
< Q{Fiz(/F(xs) o dWs,/F(xS)dWs + ; / DF(z,)b"ds)
S ([ Fla) o dW, + ; | DFG s, [ F(aby o))

1
=2 sup distiz(z,/F(xs)dWS + f/DF(xs)bfds)
2€ [ F(zs)odWs 2

+2 sup dists (u, / F(2%) o dW,)
wE( [ F(zs)dWs+3 [ DF(xs)bkds)

1 1
= 2sup distiz(/ fsdW, + i/fgbsds,/F(xs)dWS + i/DF(xs)bfds)
[t

1
12 sup dist2a / fudW, + 5 / Flbkds, / F(") 0 dW,)
It

_ 1 .
—2supinf || [(f, = f)aW, + 5 [ fib, - [lvkds| e
I 2

) 1
+2supinf || [ (fs — gs)dWs + 2 /(fsl - gi)bdeH?p

£, 991
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<2sup{2mf|| (fs — F)dW,| 120 + = 1nf||/fb — Fibkds|2,)
Fift

+2sup{2inf || [ (fs — gs)dW, ||H2 + = 1nf||/ fl —gs)bkds||H2}
£t g

T 1.
= 2up(2int B[ 7.~ f.Pds) + 3 ind B[ 1120~ Fkiasy’)

T 1 T
+2sup{2inf B[ |f, - guds) + Sinf B([ |} - gt]|b5lds)?).
g o 24 o

Stosujac do drugiego i czwartego skladnika powyzszej rownosci nieréwnosé

Holdera otrzymujemy

_ 1 T .
< QSup{anfE(/ | S—fs\2d5)+§Ting(/ 10, — FLbF|2ds)}
[t f1 0

T 1 T
—|—25up{21nfE(/ |f8—gs|2d$)—|——TinfE(/ |fE— gl?|0%)%ds)}.
Lt g 2 4 0

Korzystajac z Twierdzenia 1.27 (i) powyzsze wyrazenie jest réwne

T
_ : _ 1 apk)2
= 25025 /O nf|f,—alds) + QTE( /O Jint | f1b = B¥ds))

T 1 T
+2sup{2E(/ inf |, — y|2ds) + §TE(/ inf £ — 62|k [2ds)}
0

f.f1 YEF (zk) 0 0eDF(zk)
= 2sup{2E( dzstRl(fs, (x))ds) + TE/ disti (fibs, DF(,)b%)ds)}
£t
" k 1 T2 kY (752
+25up{2E( [ disthu(f., F(a))ds) + STE( / dist2 (f1, DF (")) 2ds)}
foft 0 0

T
= 4sup E(/ distr (fs, F(x,))ds) + TsupE / disti (flbs, DF(z,)b¥)ds)
f 0

T
—|—4supE(/ dists (fs, F(z¥))ds) +TsupE/ disti (fL, DF(2))[b%|2ds).
f 0
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Ponownie na mocy Twierdzenia 1.27 (ii) zastosowanego do ostatniej réwnosci

uzyskujemy

T T
= 4E(/0 sup distr (n, F(xs))ds)—i—TE(/O sup  disthi (Chs, DF(24)b%)ds)

neF (zs) (eDF(zs)

T T
4B / sup dist2a (i, F(z*))ds)+TE( / sup  dist2, (¢, DF (")) [b"[2ds)
0

0 neF(xs) CEDF(xs)

< TE( /O H2 (DF(2,)bs, DF(2,)")ds) + 4 /O U HZ (P(xy), F(2b))ds)

([ " H2,(DF(2,), DF(2*))[b 2ds).

Stosujac do pierwszego skladnika Wtasnosé 1.19 (iv) i warunek (A1)

do sktadnikow drugiego i trzeciego otrzymujemy

<7 [ " (maz (b, Y H2 (D (2.), DF () + 2H2 (DF(x.), {0})|bs — b [2)ds

T T
4B [ L2l = o¥|Bads + TE [ L3lle - a*| e bt ds
0 0
T
= 2T H3 (DF(2,), {ODE [ |b, — bids
0

T
AT L?||z — 2*||2p + TL2||a — ka%zE/O 1% 2ds.

Pokazemy teraz, ze jesli limy_. ||z — 2*|[3,. = 0, to

limy o0 B f§ |bs — b¥|2ds = 0. Rzeczywiscie,

0 = lim ||z — 2*[ % = lim ||/(b7—b’j)dWT+(v—Uk)||3¢2

1 T
= tim (|| (b = 65)dW, [ (b = )Wl + 11 [ ldlw = 09)e] Nz}

k—o0

Stosujac do pierwszego skladnika powyzszej réwnosci Twierdzenie 1.14

uzyskujemy
: T k2 1 T k
= T {11 (o = 0P sy +11 [ Nl = )] sz}

29



1

T . T
= T {(B [ [br = 05Pdr)? + (B( [ d(v = o),])%)3).
—o0 0 0
Poniewaz Hpi((DF)(zs),{0}) jest ograniczone, a ciag (b*) jest zbiezny
w L2(I x Q), wigc

lim Ty, /Fa: odWs,/F ) o dW,) = 0.
Podobnie pokazujemy, ze

khm HHZ /F odWS,/FxS odWs) =0,

co konczy dowdd twierdzenia.
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ROZDZIAL 111

Stochastyczna inkluzja rézniczkowa typu Stratonowicza

wzgledem procesu Wienera

W rozdziale tym podana zostanie definicja rozwiazania inkluzji (ST)
wzgledem wielowartosciowej calki typu Stratonowicza zdefiniowanej w rozdziale

drugim oraz zbadane beda wlasnosci zbioru rozwigzan inkluzji (ST7).
3.1. Definicja mocnego rozwigzania inkluzji

Niech dany bedzie skoriczony przedziat czasowy I = [0,T] oraz zupeha
przestrzen probabilistyczna (2, F, (Fs)ser, P) z filtracja, spehiajaca zalozenia
zawarte w Rozdziale 1.1. Niech multifunkcja F' : R* — CComp(R') bedzie
rozniczkowalna w sensie Hukuhary oraz niech W bedzie procesem Wienera

zgodnym z filtracja (Fs)ser-

Definicja 3.1 Niech
(SI) dry € F(xy) odWy,  x0=¢§

oznacza inkluzje stochastyczna typu Stratonowicza wzgledem procesu Wienera.
Ciagly semimartyngal & € H? nazywany jest mocnym rozwigzaniem inkluzji

(SI), zwanym dalej rozwigzaniem, jesli dla kazdego s,t € I, s < t zachodzi
t
Ty — Xs € cle(Q)(/ F(x;) odW,) oraz xy = &
lub réwnowaznie

t 1 gt
T — Ts € cle(Q)(/ F(x;)dW, + 5/ (DF)(z,)d[z,W],;) oraz xo = £.

Wielowartosciowe calki stochastyczne wystepujace w powyzszych formutach
zdefiniowane zostaly w Rozdziale 2.1.
Symbolem (&) oznaczany bedzie zbidr wszystkich rozwigzan inkluzji (ST)

z warunkiem poczatkowym zy = &, gdzie £ € Fy.
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3.2. Istnienie i wlasnosci zbioru mocnych rozwigzan inkluzji

Niech dana bedzie zupela przestrzen probabilistyczna (Q, F, (Fs)ser, P)

z filtracja, spelniajaca zalozenia zawarte w Rozdziale 1.1.

Definicja 3.2 ( [26] ) Niech D oznacza przestrzen wszystkich funkcji
h : R' — R! prawostronnie ciaglych ze skonczonymi lewostronnymi grani-
cami. Funkcja f : R' — R! jest klasy AD, jedli f jest absolutnie ciagla
i jej pochodna f’ posiada wersje cadlag, to znaczy f' = h prawie wszedzie, dla

pewnego h € D.

Wiasnosé 3.3 ([26] ) Jesli f : RY — R jest klasy AD oraz x iy sq cigglymi
semimartyngatami, to [f(x),y] = [ f'(xs)d[z, y]s.

W powyzszym przypadku proces wahania kwadratowego [f(x),y] istnieje

mimo, ze f(x) nie jest semimartyngalem.

Definicja 3.4 Proces = nazywany jest minimalnym rozwigzaniem stocha-
stycznego réwnania, jesli kazde inne rozwiazanie y rownania spelia x; < vy,

dla kazdego t € I prawie na pewno.

Ponizsza wersja twierdzenia J. San Martina bedzie wykorzystana

w dowodzie istnienia rozwigzan inkluzji (S7).

Twierdzenie 3.5 ( Theorem 4.14, [37] ) Niech z bedzie cigglym semi-
martyngatem, funkcja f € AD oraz niech spetnione bedzie zalozenie, Ze jezeli

1’ jest funkcjg cddlag, to supycp |f'(x)] < co. Wtedy rownanie Stratonowicza
1
(7) dxy = f(z) o dzy = f(ws)dz + gf,(mt)d[xa 2]y, w0 =& € Fo

ma jednoznaczne mocne rozwigzanie minimalne x.
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Twierdzenie 3.6 Jezeli multifunkcja F : R — CComp(RY) jest réiniczko-
walna w sensie Hukuhary oraz jej pochodna DF  jest ograniczong dolnie

potciggle multifunkcjq, to istnieje rozwigzanie inkluzji (ST).

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 1.28 dolnie pélciagta multifunkcja DF
o wypuklych wartosciach posiada ciagla selekcje ¢g. Z zalozenia ograniczo-
noéci pochodnej Hukuhary funkcja g jest ograniczona. Oznaczmy przez
ft) = [ g(u)du. Wtedy f jest ciagtym selektorem multifunkeji F. Poniewaz
funkcja f jest ciagla i rézniczkowalna prawie wszedzie oraz jej pochodna f/ = g
jest funkcja ciagla, wiec zgodnie z Definicja 3.2 f jest funkcja klasy AD.

Na mocy Twierdzenia 3.5, biorac z = W, wnioskujemy, ze rownanie
1 1,
dl’t = f([['t)th + ig(ﬂft)d[l', W]t = f(ﬂ?t)th + §f (I’t)d[l', W]t

ma jednoznaczne mocne rozwiazanie minimalne z. Poniewaz f i ¢
sa selektorami multifunkeji F' i DF odpowiednio, wigc (f ® ) € Spey

i (gex) € Spr)ez- Proces z postaci

t 1 gt
(®) =€+ [ LW, + 3 [ G W), pon.

gdzie { € Fo, f = (fox) € Spey 018z § = (g02) € S(pF)eg, MOZNa przedstawic
jako
¢t 1 gt t
-2, = [ feaWet s [ Gle W] € [ Fla)edw,

dla s,t € I, s <t. Oznacza to, ze proces z jest rozwigzaniem inkluzji (ST).
|

Wiasno$¢ domknietosci zbioru rozwigzan bedzie udowodniona przy
dodatkowym zalozeniu, ktére méwi o tym, ze rozwigzania inkluzji (S7) maja
nastepujaca postac
) v = [ bt + v,
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gdzie b sa adaptowalnymi, L£2-catkowalnymi procesami oraz v sa ciaglymi
FV-procesami. W dowodzie domknigtosci zbioru rozwiazan korzysta sig
z Twierdzenia 2.14, ktore zostato pokazane tylko dla procesow takiej postaci.
Kazde rozwiazanie réwnania Stratonowicza jest procesem postaci (9), ale nie
kazde rozwiazanie inkluzji (SI) musi byé¢ procesem takiej postaci. Dlatego
tez, aby udowodni¢ domknieto$é zbioru rozwiazan wprowadzamy dodatkowe

zalozenie, dzigki ktéremu rozwiazania inkluzji (S7) sa procesami postaci (9).

Definicja 3.7 ( [36] ) Niech W = (W,)es bedzie procesem Wienera.
Symbolem (F}V)ie; oznaczana bedzie filtracja naturalna generowana przez
proces Wienera, gdzie F}¥ = o{W, : s < t}. Filtracja naturalna jest
najmniejsza filtracja, wzgledem ktorej proces Wienera jest adaptowalny.
Filtracja naturalna nazywana jest zupelng, jezeli zawiera ona wszystkie

zbiory miary zero z F.

Wiasno$é 3.8 ( Corollary 1, p.156, [36] ) Niech (FV)ier bedzie filtracjg
naturalng @ zupetng generowang przez proces Wienera. Wtedy kazdy lokalny

martyngal m wzgledem filtracji (F)V )icr jest cigghy.

Wiasnosé 3.9 ( Corollary 2, p.156, [36] ) Niech W = (Wj)ser bedzie
procesem Wienera oraz niech (FV)ier bedzie jego filtracjg naturalng i zupetng.

Wtedy kazdy lokalny martyngat wzgledem tej filtracji ma reprezentacje
t
my = mg +/ bod WL,
0

gdzie b jest procesem przewidywalnym @ catkowalnym wzgledem procesu

Wienera.

Rozpatrzmy inkluzje (SI) na przestrzeni (Q, F,(F¥)ier, P) z filtracja
naturalna i zupelna wyznaczona przez proces Wienera W = (Wy)se;. Wowezas

na mocy Definicji 1.8, Wiasnosci 3.8 oraz Wtasnosci 3.9 wnioskujemy,
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ze kazdy ciagly semimartyngat z okreslony na przestrzeni (0, F, (F¥)ier, P)
ma reprezentacje

t
Ty = My +Ut :/ bSdWs+Ut,
0

gdzie b jest (F}V)ier-adaptowalnym, £2-catkowalnym procesem oraz v = u+myq

jest pewnym ciagtym FV-procesem.

Uwaga 3.10 Twierdzenie 3.6, o niepustosci zbioru rozwiazan inkluzji (S7)
udowodnione zostalo dla bardziej ogdlnego przypadku. Rozwiazania inkluzji
(SI) istnieja na zupelnej przestrzeni probabilistycznej (Q,F, (Fs)ser, P)
z dowolna filtracja, spetniajaca zalozenia zawarte w Rozdziale 1.1.

Twierdzenie 3.11, o domknietosci zbioru rozwiazan, wymaga aby rozwiaza-
nia inkluzji (S7) byly postaci (9), to znaczy byly okreslone na przestrzeni
(Q, F, (F)ier, P) z filtracja generowana przez proces Wienera.

Twierdzenie 3.11 Niech multifunkcja F : R' — CComp(R') bedzie
rozniczkowalna w sensie Hukuhary oraz jej pochodna DF bedzie dolnie
pétcigglte  multifunkcjq. Zatoimy, ze F(xs) i DF(xs) spelniajg (A1)
oraz DF(xg) jest ograniczona. Wtedy zbior rozwigzan I1(§) inkluzji (ST)
na przestrzeni (Q, F, (FV )ier, P) jest zbiorem domknigtym w przestrzeni H>

rozpatrywanej z filtracjg (F )ier-

Dowéd. Niech {z*};>; bedzie ciggiem rozwigzan inkluzji (SI) zbieznym
w H? do pewnego semimartyngatu x € H2 W celu udowodnienia domknigtosci
zbioru rozwiazan nalezy pokazac, ze
1° graniczny proces x jest ciaglym semimartyngalem,
2° proces z spehia warunek z; — s € cly2(q) ([ F(z.) o dW,) oraz g = £
dla kazdego t,s € I, s < t.
k

Ciaglos¢ semimartyngalu x wynika z cigglosci semimartyngatéow z”* oraz

Witasnos$ci 1.15 poniewaz mamy

(10) | suplz, -y lz20) = llz = @¥ls2 <2 V2|2 — 2*|lye — 0,
€
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przy k — oo. Zatem istnieje podciag ciagu {z*}, oznaczany tym samym
symbolem, zbiezny do x prawie na pewno jednostajnie wzgledem ¢t € I.
Poniewaz 2% jako rozwiazania inkluzji (SI) sa na podstawie Definicji 3.1
ciaglymi semimartyngatami, a zbieznosé¢ jest jednostajna wzgledem t € I,
wiec graniczny proces x ma prawie wszystkie trajektorie ciagle.

W celu udowodnienia 2° nalezy pokazaé, ze

t t
Tim Ha o) / F(a*) o dW,, / F(z,) 0 dW,) = 0.

s

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

B = / MW, C = / (a,)dW,
oraz
1 ft
: 2/ (DF)(z")dz, W],, C' = 5/ (DF)(z,)d[z, W],.
Wtedy z Wiasnosci 1.19 (ii) otrzymujemy
HLZ(Q)(B + Blv C+ Cl) < HLQ(Q) (Bv C) + HLQ(Q)(B/a Cl)

Niech H oznacza pétmetryke Hausdorffa w przestrzeni L?().

Wowecezas z definicji pétmetryki Hausdorffa mamy

_ t t
Hyae)(B,C) = swp il || [ fraW, — [ flaW, ||z

fesp.xk flGSFox s

< s inf {1 [ (o= Il + 1| [ e = AWV}
JE€Spesk f1ESFer 0

< sup ot {[lsup [ (= AWl +lsup [ (= AW e

feSFoz f ESFex tel

Korzystajac z (10) powyzsza nieréwno$¢ mozna oszacowaé jako

< swinf {22 [ (e = Wl +2 V2] [ (= 1)Wb)

fESF.Ik fleSFoz
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=42 ﬁﬁz(/F(x'j)dWT,/F(xT)dWT) <42 Hye(B,0).

Podobne oszacowania uzyskujemy dla Hp2)(C,B), Hpxa)(B',C")

oraz Hizq)(C', B'). Z Wlasnosci 3.8 wynika, ze dla kazdego k > 1 pro-

cesy =¥ oraz x maja reprezentacje ¥ = [bEdW, + v oraz x = [b.dW, + v.

Poniewaz spehione sa zalozenia Twierdzenia 2.14, wiec
Jim HHQ(/ F(a%) 0 dW,, / Fz,) o dW,) = 0.
—00

Stad

k—o0

t t
lim Hyzo( [ F(a5) 0 dWs, [ Fla)odW,) =0,

Dla kazdego k > 1 oraz dla kazdego s <t mamy

t
dist o) (v — :L'S,/ F(z,)odW,)

t
< [[(we — 2¥) = (@5 — 2% g2y + dist 2y (2F — o*, / F(a*) 0 W)

s

t t
+Hyppo / F(2%) 0 dW,, / F(z,) 0 dW,).

s

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do granicy, przy k — oo, otrzymujemy
t
distr2(q)(z: — xs,/ F(z;)odW,)=0.

Oznacza to, ze z; — x; € clrzo ([l F(z,) o dW,) dla kazdego s,t € I,

co konczy dowdd.
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ROZDZIAL IV

Inkluzje stochastyczne typu Stratonowicza wzgledem
semimartyngatu

Rozdzial ten jest poswiecony badaniu istnienia mocnych rozwiazan inkluzji
(SI1I). W tym celu zaprezentowane beda wlasnosci gérnie oddzielanych
i maksymalnie monotonicznych multifunkcji oraz zdefiniowane beda dla nich
wielowartosciowe catki niezbedne do badania inkluzji (SI7). Inkluzje te sa
rozwazane dla klasy multifunkcji, ktore nie musza by¢ rézniczkowalne w sensie

Hukuhary.

4.1. Multifunkcje gornie oddzielane i maksymalnie monotoniczne

Definicja 4.1 ( Definition 3.2, [30] ) Niech F' bedzie multifunkcja dzialajaca
z R! do niepustych podzbioréw R'. Ur (Lr) nazywane jest gérnym (dolnym)
ograniczeniem multifunkcji F', jesli
Up:R' — R', Up(t)= sup b
biEF(t)

Lr:R' — R Lp(t)= inf)bg.

bQEF(t

Multifunkcja F' nazywana jest gornie oddzielang, jesli dla kazdego t i e > 0
istnieje hiperplaszczyzna H; . silnie oddzielajaca punkt (¢, Lr(t) —€) od zbioru
Epi(Up) = {(t,b) € R* x R* . Up(t) < b}.

Zaprezentowane ponizej wlasnosci beda wykorzystane w dowodach twierdzen

zawartych w tym rozdziale.

Wtiasnosé 4.2 ( Proposition 3.4, [30] ) Niech F : R* — Conv(R'). Jezeli F

jest gornie oddzielana, to posiada wypukty 1 dolnie potciggty selektor.

Wiasnosé 4.3 ( Proposition 1.19, [35] ) Niech D oznacza niepusty, otwarty
i wypukly podzbior R™. Jezeli funkcja f : D — R jest wypukla, to jest ona

ciggta w kazdym punkcie zbioru D.
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Wiasnosé 4.4 ( Proposition 1.6, [35] ) Niech D oznacza niepusty, otwarty
i wypukly podzbior R™. Jezeli funkcja wypukta f : D — R jest ciggla

w punkcie tg € D, to spetnia ona lokalny warunek Lipschitza w tym punkcie.

Wiasnosé 4.5 ( Theorem 1.16, [35] ) Niech D oznacza otwarty podprzedzial
RY. Jezeli funkcja f : D — R jest wypukla, to pochodna f'(t) istnieje

dla co najwyzej przeliczalnie wielu punktow nalezgcych do przedziatu D.

Twierdzenie 4.6 Gdrnie oddzielana multifunkcja F : R' — CComp(R')
posiada wypukty selektor, ktory spetnia lokalny warunek Lipschitza.

Dowdéd. Na mocy Wlasnosci 4.2 gornie oddzielana multifunkcja F' posiada
wypukly selektor f : R! — R!'. Ponadto korzystajac z Whasnoéci 4.3 selektor
f jest réwniez funkcja ciagla. Poniewaz funkcja f jest wypukla i ciagla,

wiec na podstawie Wtasnosci 4.4 spelnia ona lokalny warunek Lipschitza.

|
Lemat 4.7 ( Lemma 2.2, [37] ) Nastepujgce warunki sg réwnowazne:
(a) f € AD,
(b) f jest ciggla, a jej prawostronna pochodna f'(t) = limygg w

1stnieje we wszystkich punktach i jest funkcjg cdadldg.

Twierdzenie 4.8 Jezeli multifunkcja F : R' — CComp(R') jest gdrnie
oddzielana, to posiada selektor f € AD.

Dowdéd. Na mocy Lematu 4.7 wystarczy pokazac, ze f jest funkcja ciagla, a jej
prawostronna pochodna jest funkcja cadldg. Zauwazmy, ze gornie oddzielana
multifunkcja F' posiada wypukly i ciagly selektor f. Z wypukltosci selektora f,
na podstawie Wiasnosci 4.5, wnioskujemy ze prawostronna pochodna f jest

funkcja cadlag.
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Ponizszy przyklad pokazuje, ze wlasnosé gérnego oddzielania istotnie rézni
sie od klasycznych warunkéw rozwazanych w teorii inkluzji rézniczkowych

i stochastycznych inkluzji rézniczkowych.

Przyklad 4.9 Niech B bedzie takim podzbiorem przedzialu [0, 1],
ze p(B) = 3 oraz dla kazdego przedzialu [a,b] C [0,1] zachodzi
0 < u(BnNja,b) < b—a Wowcezas miara zbioru B’ = [0,1] \ B wynosi
1 oraz speione jest 0 < p(B'N[a,b]) < b— a. Zauwazmy, ze zbiory B i B’ sa
geste w [0, 1]. Zdefiniujmy w nastepujacy sposéb multifunkcje £ : [0, 1] — 2R
Lel +3], teB
F — [ Y Y

" { 2.6l +5], te 0,1\ B)
Zauwazmy, ze multifunkcja F' nie spelnia warunku Lipschitza, nie jest dolnie
polciagla, ani gérnie pétciagta w zadnym punkcie. Nie spelnia réwniez zadnego
warunku monotoniczno$ci. Okredlmy dla multifunkeji F'

el +2 teB

o(t) :== diamF(t) = { ell +3, te ([0,1]\ B)

Poniewaz funkcja t — §(t) nie jest niemalejaca na zadnym otwartym
podzbiorze [0, 1], wigc na mocy Wlasnosci 4.1 z pracy [5] multifunkcja F' nie
jest rézniczkowalna w sensie Hukuhary w zadnym punkcie przedziatu [0, 1].

Natomiast multifunkcja F' jest gornie oddzielana.

Definicja 4.10 Multifunkcja A : R' — 2% nazywana jest maksymalnie

monotoniczng, jesli
Vs,t € I Yue A(s),v € A(t) (u—wv)(s—1t) >0 oraz Range(Id + A) = R,

gdzie Id oznacza operator identycznosci. Symbolem fl(t) oznaczany bedzie

element o minimalnej normie ze zbioru A(t).
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4.2. Wielowartosciowe calki stochastyczne

Niech dany bedzie przedziat I = [0,7] oraz zupelma przestrzen
probabilistyczna (Q, F, {Fs}ser, P) 2z filtracja, speliajaca zalozenia zawarte

w Rozdziale 1.1.

Definicja 4.11 W calym rozdziale czwartym stochastyczny proces =z
nazywany jest semimartyngatem jesli mozna przedstawi¢ go w postaci sumy

x = m+w, gdzie m jest lokalnym martyngatem, natomiast v jest FV-procesem.

Definicja 4.12 Niech G : R' — CComp(R'). Dla semimartyngatu x

oraz FV-procesu "a” symbolem Sg., oznaczany bedzie zbiér wszystkich

a-calkowalnych selektoréw ze zlozenia G e x
Sgez :={h: hs € G(xy), s€l, pn.,

t
i / | |das| < oo dla kazdego ¢ € I p.n.}.
0

Jesli zbidr selektorow Sge, jest niepusty, to wielowartosciowa catka ze ztozenia

multifunkcji G 1 semimartyngatu x definiowana jest jako zbidr

t t
/ G(xs)das = { / hday - h € Sges).
0 0

Uwaga 4.13 Jedli multifunkcja G jest gérnie oddzielana, = jest ciaglym semi-
martyngatem i "a” jest ciaglym FV-procesem, to na mocy Twierdzenia 4.6

zbidr selektorow Sge, jest niepusty.

Niech z bedzie ciaglym semimartyngatem oraz A : R' — 28 niech bedzie

maksymalnie monotoniczna multifunkcja.

Uwaga 4.14 Niech z bedzie ciaglym semimartyngalem. Jesli hy = A(st) jest

zlozeniem niemalejacej funkcji  A(-), okredlonej w Definicji 4.10,
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z procesem ciaglym x na przedziale I, przy kazdym ustalonym w € €2, to hy jest

mierzalnym i ograniczonym procesem. Oznacza to, ze zbiér
Saer i ={h:hs € A(zy), s€l, pn.,
t
i / |hs|d|z, z]s < oo dla kazdego t € I p.n.}
0
jest niepusty.

Uwaga 4.15 Jednowartosciowa catka Stratonowicza z semimartyngatu h

wzgledem cigglego semimartyngatu z definiowana jako
t t 1
/ he o dz, = / he_dz, + ~[h, 2],
0 0 2
istnieje, gdzie [h, 2]¢ oznacza ciagla czesé procesu wahania kwadratowego [h, z].
Wielowartosciowa catke typu Stratonowicza definiujemy nastepujaco:

Definicja 4.16 Niech F': R! — CComp(R'). Dla ciagtego semimartyngatu x
symbolem Sp,, 0znaczany bedzie zbior selektoréow F e x catkowalnych w sensie

Stratonowicza, to znaczy
Srex ={h:hs € F(xy), s€l, pn.,
t
i / hsodzs < oo dla kazdego t € I p.n.}.
0
Jesli zbior Sr., jest niepusty, to wielowartosciowa calka definiowana jest jako

t t
/ F(zg)odzs = {/ hsodzs: h € Sres}.
0 0

Uwaga 4.17 Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 4.6 gérnie oddzielana
multifunkcja F' posiada wypukly selektor f. Wowczas z wlasnosci funkcji
wypuktych, na podstawie Twierdzenia 1V.47 [36], hy = f(xs) jest réwniez
semimartyngalem. 7 Uwagi 4.15 zbidér Sp., jest niepusty, a zatem calka

5 F(z,) o dz, jest poprawnie zdefiniowana.
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4.3. Twierdzenie o istnieniu mocnych rozwiazan inkluzji

Niech dane beda gérnie oddzielane multifunkcje F,G : R — CComp(R')
i maksymalnie monotoniczna multifunkcja A : R' —  Conv(RY).
Zalézmy, ze x i z sa ciagtymi semimartyngatami, ”a” jest ciaglym F'V-procesem
oraz g = £ € Fy. Niech [z,z] bedzie procesem wahania kwadratowego
ciaglego semimartyngatu z. Dla zdefiniowanych w poprzednim paragrafie

wielowartosciowych calek okreslimy rozwiazanie inkluzji (S11).

Definicja 4.18 Czas zatrzymania T nazywany jest czasem eksplozji
dla procesu x, jesli = jest rozwiazaniem inkluzji na przedziale [O,f ),
r7 = 400 P.1 na {T < T} oraz T = lim,,_, T", gdzie
T" :=inf{t € [0,T]: |z¢| >n}, dla n> 1.

Jesli P(T > T) = 1, to proces z jest nieeksplodujacym rozwiazaniem

inkluzji.
Definicja 4.19 Niech dana bedzie inkluzja stochastyczna typu Stratonowicza
(SII) dxy € F(x¢) o dze + G(x¢)day — A(xy)d[z, 2]y,  xo=E&.

Ciagly semimartyngal x nazywany jest mocnym rozwigzaniem inkluzji
(SII), zwanym dalej rozwigzaniem, az do czasu eksplozji T < T,

jesli istnieja f € Srex, G € Sgezs h € Sae, takie, ze

t 1 t t
Ty = f + / fsdzs + 7[f7 Z]t + / gsdas - / hsd[27 Z]s
0 2 0 0

dla kazdego t € [0, T] prawie na pewno.

Gornie oddzielane multifunkcje nie musza spelnia¢ liniowego warunku

wzrostu. Zatem rozwiazania inkluzji (SI7) moga mieé¢ eksplozje.

Przedstawione ponizej pojecia i lematy beda wykorzystane w dowodzie

Twierdzenia 4.25, zasadniczego wyniku tego rozdziatu.
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Definicja 4.20 Ciag procesow (2"),>1 Jjest zbiezny w sensie ucp
do procesu z, jesli dla kazdego ¢ € I ciag supg<,<; |75 — 4| jest zbiezny wedhug

prawdopodobienstwa do zera.

Twierdzenie 4.21 ( Dominated Convergence Theorem, [36] ) Niech x bedzie
semimartyngatem oraz niech cigg przewidywalnych procesow f™ bedzie zbiezny
prawie na pewno do procesu f. Jesl istnieje proces g catkowalny wzgledem
semimartyngaty © taki, ze |f"| < g dla kaZdego n, to procesy f", f tez sq
catkowalne wzgledem semimartyngatu x oraz catki [ fl'dzs sg zbieine w sensie
ucp do catki [ fsdxs.

Definicja 4.22 ( [6] ) Niech f,g : R' — R'! beda dowolnymi funkcjami.
Moéwimy, ze f <* g, jesli dla kazdego x istnieje taka 0 > 0, ze jesli
p—ql <d i |p—dq|<d to flq) <g(d).

Lemat 4.23 ( Lemma 4.6, [37] ) Niech m bedzie cigglym lokalnym
martyngatem i niech "a” bedzie ciggtym, F'V -procesem. Zatozmy, ze lokalnie
ograniczona funkcja f : R* — R spelnia warunek

dla kazdego zwartego podzbioru A C R
[f(p) — /()]

sup = e o
(p,9)EAXA, p#q ’p - C]‘

Niech lokalnie ograniczone funkcje hy i hy spetniajg warunek hy <* hy. Jesl

procesy x',i = 1,2 sq rozwigzaniami réwnania
‘ t t
x :£+/0 f(zh)dmg —i—/o h'(x})das,
to x; < x? dla kazdego t € I prawie na pewno.

Lemat 4.24 ( Lemma 4.12, [37] ) Niech h : R' — R! bedzie dolnie pélciggly
funkcjq ograniczong przez stalq M.

Jesli h"(p) = inf {h(q) +nlp — q|} — 5, to
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1° V.0 [W(p) < M+ 1,
2° h"(p) /" h(p),

3% Vp,q [h"(p) = h™(q)| < nlp —dl,

4o pm <

5° Jesli h jest ciggla w punkcie p oraz p" — p, to h"(p™) — h(p).

Twierdzenie 4.25 Niech z bedzie cigglym semimartyngatem, [z,z] niech
bedzie procesem wahania kwadratowego dla semimartyngatu z oraz niech " a”
bedzie cigglym FV -procesem. Niech multifunkcje F,G : R' — CComp(R")
bedg gdrnie oddzielane oraz multifunkcja A : R' — Conv(RY) jest maksy-
malnie monotoniczna. Wowczas istnieje rozwigzanie, az do czasu eksplozji

inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza (SII).

Dowdéd. KROK 1: Na mocy Twierdzenia 4.6 istnieja wypukle i ciagte
selektory f i g gérnie oddzielanych multifunkcji F© i G odpowiednio.
Ponadto z Twiedzenia 4.8 wiemy, ze f € AD. Poniewaz dla maksy-
malnie monotonicznej multifunkeji A i dla kazdego p zbiér A(p) jest domkniety
i wypukly, wiec istnieje jednoznaczny element o minimalnej normie A(p)
w zbiorze A(p). Stad wersja cddldg niemalejacej funkcji A(-) (ponownie
oznaczanej przez /Al) jest selektorem multifunkcji A. Chcac pokazaé istnienie
rozwiazania wymagane jest, aby funkcje wystepujace w tym réwnaniu byly
ograniczone i spetnialy warunek Lipschitza. Niech

flu),  we kK]
ffu) =9 f(k), u>k

A(uw), wel—kk
AF(u) =< Ak), u>k ;
A(—=k), u<—k



dla k& > 1. W podobny sposéb definiujemy funkcje ¢*. Zauwazmy,
ze na mocy Twierdzenia 4.6 funkcje f i ¢ sa wypukle i speliaja lokalny
warunek Lipschitza. Poniewaz funkcje f* i g¢* sa stale poza przedzialem
[—k, k], wiec spelniaja one globalny warunek Lipschitza. f € AD, wigc jej
pochodna posiada wersje cddlag. Oznaczmy przez f* nastepujaca funkcje
/
) = { g,(UL Z i [—lfhljl):) u>k

Poniewaz pochodna f* na przedziale [—k, k) pokrywa si¢ z prawostronna
pochodna funkcji f, wiec f* tez jest funkcja cadldg. Ponadto wypukloéé
funkcji f zapewnia, ze jej prawostronna pochodna jest niemalejaca funkcja.
Oznacza to, ze f’* jest niemalejaca i prawostronnie ciagta funkcja na [—k, k).
Stad i z faktu, ze f'* jest réwna zero poza przedziatlem [—k, k) otrzymujemy,

ze f'® jest globalnie ograniczona funkcja. Udowodnimy, ze dla kazdego

ustalonego k > 1 istnieje jednoznaczne minimalne mocne rozwiazanie z*
rownania
¢ k Lot 1k k
Tt :§+/0 / (xS)dZs+§/() [ () fF(xs)d[z, 2]
t t
(11) + [ oM wda, — [ At(w)dlz 2],
0 0

ktore jest réwniez rozwiazaniem réwnania
Lok Lok
v= 6+ [ fa)ds + 5l @), 2

t t
+ [ g (@)da, = [ A(z,)dlz, s
0 0
Poniewaz z = m + v jest kanonicznym rozkladem ciaglego semimartyngatu
z na ciagly lokalny martyngal m i ciagly F'V-proces v oraz na mocy Wiasnosci
1.12 (i) i (iii) f{ A% (z,)d[z, 2]s = [ A¥(x,)d[m,m],, wiec réwnanie (11) mozna

zapisa¢ w nastepujacy sposob
t i t i t i
s =§+/0 f (a:s)dmer/O f (:L's)dver/O 9" (zs)das
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1 st t
3 [ @) @ dlm,ml, + [ =) dim, ml,.
Poniewaz drugi i trzeci skladnik powyzszego rownania maja podobne wiasnosci,
to znaczy +f* i +¢* sa ograniczone i speliaja warunek Lipschitza oraz v

i1 7a” sa ciagglymi F'V-procesami, to nasze rozwazania mozemy ograniczy¢

do nastepujacego rownania

re =&+ /Ot fk(xS)dms + ;/Ot f/k(xS)fk(xS)d[m>m]s
(12) +/Ot bk(xs)du8+/0t A () d[m, m.,

gdzie u jest ciagtym FV-procesem, a b* sa ograniczonymi funkcjami speia-
jacymi warunek Lipschitza. Mimo, ze funkcje f**- f* i —AF nie musza spelnia¢
warunku Lipschitza, pokazemy korzystajac z Lematu 4.24 istnienie jedno-
znacznego rozwiazania réwnania (12). Poniewaz f* - f* nie jest dolnie
polciagla, definiujemy nastepujaca wersje pochodnej f*

ﬂ@:{ﬁwww%»mﬁﬁ@zo
FRp=) v f5(p),  jesli f5(p) < 0.

Oznaczmy przez pF(p) = %fk(p)f'k(p) Funkcja p* jest dolnie péiciagla

i ponadto liminf, ., p*(q) = p*(p). Zauwazmy, ze niemalejaca funkcja cadldg

— A* jest dolnie péleiagla. Ponadto

lim inf (~A*(q)) = lim (- A*(q)) = (~A*(p)).

q—p qlp

KROK 2: Pokazemy, ze réwnanie

=+ [ fraam, 3 [ FHe) ), m,
(13) + [ B (), + / " A (z)d[m, m).

posiada jednoznaczne minimalne rozwigzanie. W tym celu zastosujemy
metode wykorzystana przez J. San Martina w pracy [37]. Bez straty ogdlnosci

mozemy zalozy¢, ze proces [m,m| jest jednostajnie ograniczony przez pewng
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stala C'. Od tego warunku mozna uwolni¢ sie poprzez zastosowanie metody

lokalizacji. Rozwazmy nastepujace funkcje
" (p) = infop"(@) +rlp—al} - 277
"V (p) = infy{0" () +rlp —ql} =277

"AR(p) = inf {(—=A"(q)) +rlp—q|} — 27"

Poniewaz funkcje f*, b*, i —A* sa globalnie ograniczone, wiec istnieje stala
rowniez oznaczana przez C', ktéra jest ich wspdlnym ograniczeniem. Wowczas
ok < %C’Q. Z dolnej poélcigglosci tych funkeji oraz na mocy Lematu 4.24
otrzymujemy

1°vp € R [pMp) < Ci, [W*p)| < Cvi ["AMp)| < Oy, gdzie

Ci=(3C?v0)+1.

22 ") (), ) bk, TARG) (= AR(C), pray 1 — oo

3° Tk, T i T AF spelniaja warunek Lipschitza ze stala r.

40 rpk: <* r‘+1pI~c7 rbk <* r+1bk7 TAk <* r+1Ak'

5° Jedli p* i — A* sa ciagle w pewnym punkcie pip” — p, to "pF (p") — p*(p)
oraz "AF(p") — (—A¥(p)), przy r — oo i kazdym k =1,2, ...

Dla kazdego r = 1,2, ... rozwazmy réwnanie

Yi =£+/tf'“ (¥s) dmﬁ/t{rb’c (ys) bdus
(14) +/{ (ys) }d[m, m]s —l—/ {r A* (y) Yd[m, m]s.

Poniewaz wszystkie wspétczynniki réwnania (14) speliaja  warunek
Lipschitza, wigc réwnanie to ma jednoznaczne rozwiazanie Tyr.
Korzystajac z Lematu 4.23 otrzymujemy, ze ciag rozwiazan réwnan (14) jest

rosnacy wzgledem r dla kazdego ustalonego k it € [0, T] prawie na pewno.
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Niech zf = lim, . {"yF} < oo. Zauwazmy, ze ¥ < oco. Rzeczywiscie,
wezmy proces "zF = TyF — £ ktéry dla kazdego ustalonego t € [0,7T] jest

rosnacy wzgledem r. Woéwczas korzystajac z nierownosci Doob’a oraz szacujac

poszczegdlne sktadniki réwnania (14) otrzymujemy

T
E(sp| [ 7y dm ) < AB([ 170 Pdlm,m)) < 4C?

B(sup | [ 0" Cob)}dim, m ) < (C)PC?,
B(sup | [/ {744y Ydlm,m. ) < (€1)PC?

sup\/ {0 () }da ) < (Ch)2lur — uof? < (C1)*C™.

Ponadto,

E(sup ["zF %) sup ]/ fF(ry dm8+/ {"0* ("y*) Ydu,
tel

[ TACymml, + [ ANyl m) ) <

gdzie Cy = 4(4C3 +3(C1)*C?) nie zalezy od r. Korzystajac z Twierdzenia 4.21
mamy

lim E(sup ["zF|?) = E(sup[(zF — €) v 0]?) < €y < 0.

tel tel
Stad aF jest skoniczone prawie na pewno dla wszystkich ¢ € [0, T].
Chcac pokazaé, ze z¥ jest rozwigzaniem réwnania (13) musimy udowodnié,

7e dla kazdego ustalonego k
(a) Jo fECryE)dms — [5 fF(xk)dm
(b) Jo{ v*("yl) Ydus — fy bF(2¥)du,
() Jo{" Pt ("yf)Ydm, mls — fy p*(xk)dlm, ml,
(d) Jfo{" AR yk)yd[m, m)s — [i{—A* (k) }dm, m],,
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gdzie zbieznoéé¢ jest w sensie ucp, przy r — oo. Poniewaz f* jest

jednostajnie ciagla funkcja oraz dla kazdego wustalonego ¢t € [0,7]

"yF  —  aF wigc na mocy wlasnosci 5° z Lematu 4.24 otrzymujemy,

ze fF(yk) — fF(a¥), przy r — oo. Ponownie korzystajac z nieréwnodci

Doob’a mamy

E(sup| / Freydm, — [ g ayam )

tel

<4E/ FECyE) = £E @) Pdlm, m)y —no 0.

Stad dla pewnego podciggu ciagu ("y¥),>1, ponownie oznaczanego

przez ("y¥),>1, otrzymujemy

t
sup|/0 FEryF ) dm, — / fE(@dmy| —r—0 0 pon.

tel
W podobny sposob pokazujemy
t
sup| [ ["0F("y¥) — 0" (2)]dus| =1 o 0.
tel  Jo

Pozostalo nam jeszcze udowodni¢ zbieznosci (c¢) i (d). Musimy wiec pokazad,

ze

P (TYE) oo P8 ()
(15) TAR(YE) e (—AR(2Y))

praiwe wszedzie wzgledem losowej miary v skojarzonej z procesem [m,m]
przy kazdym ustalonym k.  Powyzsza zbieznosé jest oczywista tylko

w punktach ciaglosci odpowiednio funkeji p¥ i —A*F. Oznaczmy przez
t
=¢ +/ fECy")dms +/ {6 ("y*) Y,
0

4 [+ Ay ), = €+ 57 + S5+ S

o0



Poniewaz ciagi "y*, ST i S5 sa zbiezne, wiec ciag S; tez musi by¢ zbiezny.

Oznaczmy przez [, granicg ciagu S5. Dla t < ' otrzymujemy
t/
=1l < Jim ([ (1705 Cu) [+ 1744 |l )

< 2C4| [m, m]y — [m,m]y |

Zatem [; jest procesem ciaglym i ma trajektorie o wahaniu ograniczonym.

Pokazalismy, ze

k _ ! k(. .k ¢ k(. .k
(16) st =g+ [ ab)dm, o+ [V (@), +1

rok 3 k
Ye 1 Iy

oraz z faktu, ze "y¥ jest rosnacy wzgledem r oraz zbiezny do z¥ dla kazdego

Stad z¥ jest ciaglym semimartyngalem. Korzystajac z ciagtodci

ustalonego ¢, otrzymujemy na mocy Twierdzenia Dini’ego, ze dla kazdego w,
"yF —,_ s ZF jednostajnie na zbiorach zwartych. Oznaczmy przez D zbiér
punktéw, w ktérych funkcja p* jest nieciaglta. Niech p = v(s) oznacza miare
na [0, 7] generowana przez v. Zauwazmy, ze u(Dq) = 0 poniewaz D; pokrywa
sie ze zbiorem punktéw nieciaglosci funkeji cadlag f*. Niech D, oznacza zbiér
punktéw nieciaglogci funkeji A, Z monotonicznosei funkcji AF na [—k, k]
oraz z faktu, ze poza tym przedzialem funkcja ta jest stala wnioskujemy,
ze u(Dy) = 0. Niech D = D; U Dy. Dla o > 0 zdefiniujmy nastepujace
zbiory

D*={p: ( p(p) lub A*(p) jest nieciagle ) oraz |f*(p)| > a > 0}.

Zauwazmy, ze D = U,-oD® jest zbiorem punktéw nieciaglosci funkcji p*
lub A%, dla ktérych f* # 0. Poniewaz D* C D, to u(D*) = 0. W celu
udowodnienia warunku (15) pokazemy, ze P{w : p{s: 2% € D} =0} = 1.
Niech

= B Ot Lpe (2%)d[m, m], )

< B( | Ape(@)a™(f*(z)) d[m, m], ).

— S S
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Z wtasnosci procesu wahania kwadratowego, na mocy Twierdzenia 1.14

otrzymujemy

*, m], = [5—l—/fk@];)qu~|—/bk(£];)duq~l—l,m]s

= [ M abydmy,ml, = [ @h)dm, ml,.
Stad d[z*, m], = f¥(a*)d[m, m],. Wtedy

t
I <a™E(sup | 1pa(zf)f*(a)dz", m],),
tel J0
gdzie 1, oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A.
Korzystajac z nieréwnosci Kunity-Watanabe ( Twierdzenie 1.13 ) mamy

r< a2 B (] dmoml 5[] Lonad) (APl 20

0 0

N

. T
< CraB( [ 1pa(h) () Pdla, 2%
0
Stosujac Twiedzenie 1.17 (iii) dostajemy
1 T 1
1<ChaB([ [ 1) (@) Lig. ds)da)’,

gdzie L(q,s) = Li(z*) jest lokalnym czasem procesu z* okreslonym w Definicji

1.16. Wéwczas z globalnej ograniczonodci funkeji f* otrzymujemy
T 1 T 1
1<CaB([ [ 1pe(0)L(g ds)da)} < CRa 2E([ [ 1n(a)Llg, ds)da)*.
R Jo R Jo
Poniewaz p(D) = 0, wiec
T
|| (@L(g.ds)dg =0 pn.

Zatem I = 0 prawie wszedzie. W szczegdlnosci

Plw: p{s:2¥e D*} =0} =1. Stad P{w: p{s:zFe D} =0} =1

Oznaczmy przez D¢ dopehienie zbioru D. Z ciaglosci funkcji p* i —A* na D¢

wynika, ze istnieje taki zbior B € F, P(B) = 1, ze dla kazdego w € B
Y e pR(2))  dpls) pw.
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PARCYE) = (“AF() duls) pow

Wowcezas z Twierdzenia 4.21 otrzymujemy zbieznos¢ calek
Yok
[ Cybdm,ml, — [ oy, m,

/{’"Ak "ys) td[m, m]s /{ AF (2" Yd[m, m),.
Pokazali$my wiec, ze z¥ jest rozwiazaniem réwnania (13).

KROK 3: Pokazemy, ze z* jest jednoznacznym minimalnym rozwiazaniem

réwnania (12). Zauwazmy, ze

Jo=1 [ PR - Pl =0 pon

Rzeczywiscie, w podobny sposob jak w kroku 2 otrzymujemy

To=| [ P = £l ml

D=

< ([ dlm,ml )3 ([ (b = 4k Pl 24,

Korzystajac ponownie z Twiedzenia 1.17 (iii) uzyskujemy

g < (mml)* ([ [ 1p@ 7M@) — (@) PLia, ds)da)’

1

< 2C0([m, m)y)2( // 1p(q q,ds)dq)%zo p.n.

Stad zF jest rozwigzaniem réwnania (12), ktére jest tylko inng
forma zapisu réwnania (11). Pokazemy teraz, ze 2" jest jednoznacznym mini-
malnym rozwigzaniem réwnania (12). Niech y* bedzie dowolnym réznym od x*
rozwigzaniem réwnania (12). Wtedy y* jest réwniez rozwiazaniem réwnania
(13). Poniewaz dla kazdego t € [0,7], na mocy Lematu 4.24, "yF < yk
wnioskujemy, ze zf = lim, . {"y*} < yF¥ dla kazdego t € [0,T]. Stad z*

jest jednoznacznym rozwiazaniem minimalnym réwnania (12).

23



KROK 4: Pokazemy, ze x = lim;_,., 2" jest rozwiazaniem réwnania
t t
Ty = f +/ f(zg)dzs +/ (xs)dag
(17) z) + / d[m,m]s,

Zdefiniujmy czasy zatrzymania S* :=inf{t € [0,T]: |zF| > k}.

Wtedy rozwiazania z¥ i 2! speliaja réwnania

tAS’c tASF
dha =6+ [ Pty [ ),

tASk tASF
# [ gabda,— [ A bydim ),
0

oraz

tASk+L
S R G AR
1 (St k+1/, k+1\ p/k+1/, k+1 S k+1/,.k+1
by P ) [ g @) da,

tASk+L
_/ Ak+1(£§+1)d[mam]s-
0

Zauwazmy, ze f(u) = f*(u) = f**(u) dla Ju| < kik =1,2,.... Podobna
wlasno$é mamy takze dla funkeji g, g%, ¢, A, A*F, AF! oraziloczynéw

'f, fRfE R PR Z faktu, ze |2f, o] < k wynika réwnodé
t/\S’“ tASK
=€+ [ Sz g [ S bydm,ml,

+/MSk Mda, — /MSk A(z®)d[m, m],
_£+/ fk+1 )z, + 2/ fk+1 ) (2R ) d[m, m),

tASH tASk
[ g abyda, — [ A @by,
0
7 jednoznacznosci minimalnego mocnego rozwiazania otrzymujemy
zF = 2" on [0,5%]. Ponadto S* < Skl na {S* < T}. Poniewaz

clag czasOw zatrzymania jest rosnacy, mozna zdefiniowaé przewidywalny czas

o4



zatrzymania S := limy_.., S* i taki proces z na przedziale [0, S], ze x = zF

na [0,S*]. Proces z spelia réwnanie (11) na [0,S*] dla k = 1,2, ..., stad
z spelia réwniez réwnanie (16) na [0,S). Czas zatrzymania S jest czasem
eksplozji rozwiazania. Poniewaz f, ¢ i A sa selektorami odpowiednich multi-
funkcji F,G i A, wnioskujemy, ze f e x, ¢ e x oraz Aoz sa selektorami

z Definicji 4.19. Oznacza to, ze x jest rozwiazaniem inkluzji (S11).

Uwaga 4.26 Przy zalozeniach Twierdzenia 4.25 moze réwniez zdarzy¢ sie,

ze P(S > T) = 1. Wtedy proces z jest rozwigzaniem na calym przedziale
[0,T].
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Lista najczesciej uzywanych symboli

A() element o minimalnej normie ze zbioru A(-)

AD przestrzen funkcji absolutnie ciagtych, ktérych
pochodne posiadaja wersje cadlag

B+-C réznica Hukuhary zbioréw B i C

CI(RY) rodzina wszystkich niepustych i domknigtych
podzbioréw R

CComp(R") rodzina wszystkich niepustych, domknietych
i zwartych podzbioréw R!

Conv(R"Y) rodzina wszystkich niepustych, domknietych
i wypuklych podzbioréw R!

D przestrzen funkcji prawostronnie ciagtych
ze skonczonymi lewostronnymi granicami

DF(-) pochodna Hukuhary z multifunkcji F

dist(b,C) odlegtosé punktu b € B od zbioru C

F'V-proces adaptowalny proces cddlag z trajektoriami
o wahaniu ograniczonym

H(B,C) odleglos¢ Hausdorffa zbioréow B i C

H(B,C) potmetryka Hausdorffa

H? przestrzen Banacha semimartyngaléw
2 [l e

L£? przestrzen proceséw stochastycznych
calkowalnych z kwadratem

L (z) lokalny czas procesu x

P o-algebra przewidywalna

(Q, F,(Fs)ser, P) zupelna przestrzen probabilistyczna
z filtracja (Fs)ser

(Q,F, (FV)ser, P)  zupelna przestrzen probabilistyczna z naturalna

filtracja (FV)ser generowana przez proces Wienera
SP przestrzen Banacha adaptowalnych proceséow
cadlag z ||| se
W = (Ws)ser proces Wienera

[, ] proces wahania kwadratowego

o6

40

32
13

10

10

10

32

13
11

10
11

34

(@)



References

[1]

[13]

[14]

[15]

AHMED N.U., (1994), Nonlinear stochastic differential inclusions on Banach
space, Stoch. Anal. Appl. 12(1), 1-10.

AuBIN J.P., (1997), Dynamic Economic Theory. A viability Approach,
Springer, Verlag, Berlin.

AuBIN J.P.; CELLINA A., (1984), Differential Inclusions, Noordhoff, Leyden.

AuBIN J.P., DA PraTtO G., (1998), The viability theorem for stochastic
differential inclusions, Stoch, Anal. Appl. 16, 1-14.

Banks H.T., JacoBs M.Q., (1970), A differential calculus for set-valued
function, J. Math. Anal. Appl. 29, 246-272.

BArLOw M.T., PERKINS E., (1984), One-dimensional stochastic differential
equations involving a singular increasing process, Stochastics, 12, 229-249.

DA PraTtOo G., ZABCzYK J., (1992), Stochastic Equations in Infinite
Dimensions, Cambridge Univ. Press.

Dawmpowicz A.L., TwArRDOWSKA K., (1996), A relation between the

Stratonovich and Ité equations, with integrands of delayed argument., Tatra
Mt. Math. Publ. 7, 269-274.

Fiippov ALF., (1962), On certain questions in the theory of optimal control,
SIAM J. Control, 1,76-84.

GmHMAN L.I., (1950), On the theory of differential equations of random
processes, Ukrain. Mat. Z. 2(4), 37-63.

GmHMAN I.I., SKOROHOD A.V., (1972), Stochastic Differential Equations,
Springer-Verlag, Berlin.

GORALCZYK A., MoTYL J. (2006), Set valued Stratonovich integral, Discuss.
Math. Probab. Stat. 26, no. 1, 63-81.

GORALCZYK A., MotYL J., Stratonovich stochastic inclusion, Dynamic
Systems and Applications 2009 (w druku)

Hiat F., UMEGAKI H., (1977), Integrals, conditional expectations, and
martingales of multivalued functions, J. Multivar. Anal. 7, 149-182.

IKEDA N., WATANABE S., (1981), Stochastic Differential Equations
and Diffusion, North-Holand, Amsterdam.

57



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

28]

[29]

[30]

ITO K., (1946), On stochastic integral equation, Proc. Imp. Acad. Tokyo 22,
32-35.

ITo K., (1951), On stochastic differential equations, Mem. Amer. Math. Soc.
4, 1-51.

KaArATzZAS 1., SHREVE S.E., (1988), Brownian Motion and Stochastic
Calculus, Springer, Verlag, New York

KisieLEwicz M., (1991), Differential Inclusions and Optimal Control, PWN;,
Warszawa, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht/Boston/London

KisteLEwicz M., (1997), Set-valued stochastic integrals and stochastic
inclusions, Stoch. Anal. Appl. 15(5), 783-800.

KisieELEwicz M., (1993), Properties of solution set of stochastic inclusions,
J. Appl. Math. Anal. 6, 217-236.

KisieLEwicz M., MicHTA M., MotyL J., (2003), Set Valued Approach to
Stochastic Control, Dynamic Systems and Applications 12, 405-433, 434-466.

Kurrz T.G., PArRDOUX E., PROTTER P., (1995), Stratonovich stochastic

differential equations driven by general semimartingales, Ann. Inst. Henri
Poincaré Vol.31, No 2, 351-377.

LAKSHMIKHANTAM V., GNANA BHASKAR T., VASUNDHARA DEVI, (2004),
Theory of Set Differential Equations in Metric Space, (preprint).

MARCHAUD H., (1938), Sur les chapms de demi-cones et les éqations
différentielles du premier ordre, Bull. Sc. and Math. 62, 1-38.

MEYER P.A., (1976) Un cours sur les intégrales stochastiques, Séminaire de
Probabilités X, Lecture Notes in Math. 511, 246400, Springer, Berlin.

MicHTA M., (2002), Optimal solutions to stochastic differential inclusions,
Applicationes Math. 29(4), 387-398.

MoryL J., (1998), Stochastic functional inclusion driven by semimartingale,
Stoch. Anal. Appl. 16(3), 517-532

MicHTA M., MOTYL J., (2007), Differentiable selections of multifunctions and
their applications, Nonlinear Anal. 66, no. 2, 536-545.

MicHTA M., MotyL J., (2007), Set walued Stratonovich integral and
Stratonovich type stochastic inclusion, Dynam. Systems Appl. 16, no. 1,
141-154.

o8



[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

Nowak A., TWARDOWSKA K., (2004), On the relation between the Ité6 and
Stratonovich integrals in Hilbert spaces, Ann. Math. Sil. No. 18, 49-63.

(kSENDAL B., (1995), Stochastic Differential Equations, an Introduction with
Applications, Springer Verlag Berlin-Heidelberg.

OLECH C., (1975), Ezistence of solutions of non convex orientor fields, Stoch.
Anal. Appl. 15(5), 783-800.

PETTERSSON R., (1994), Yosida approzimations for multivalued stochastic
differential equations, Stochastics Stochastics Rep. 52, 107-120.

PueLps R.R., (1989) Convex Functions, Monotone Operators and
Differentiability, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.

PROTTER P., (1990), Stochastic Integration and Differential Equations: A New
Approach, Springer, New York.

SAN MARTIN J., (1993), One-dimensional Stratonovich differential equations,
Ann. Probab., 21(1), 509-533.

St.OMINSKI L., (1996), Stability of stochastic differential equations driven by
general semimartingales, Dissertationes Math. 349, 1-113.

TwARDOWSKA K., (1993), Approximation theorems of Wong-Zakai type for
stochastic differential equations in infinite dimensions, Dissertationes Math.
325, 1-54.

Wazewskl T., (1961), Sur une condition équivalente d 1’ équation au
contingent, Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. 9, 865-867.

WonG E., Zakar M., (1965), On the convergence of ordinary integrals to
stochastic integrals, Ann. Math. Stat. 36, 1560-1564.

ZAREMBA E., (1936), Sur les équations au paratingent, Bull. Sc. Math., 60,
139-160.

99



